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Ãëàâà 1.

Ïåðâîíà÷àëüíûå

ñâåäåíèÿ

Íåîáõîäèìîå âñòóïëåíèå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ è âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèé âàì íåîáõîäè-
ìû: ÷èñòûé ëèñò áóìàãè, êàðàíäàø, öèðêóëü, ëèíåéêà è ëàñòèê.
Êàðàíäàø äîëæåí áûòü õîðîøî îòòî÷åí. Åñëè ïîä ðóêîé íåò
ëèíåéêè, òî âìåñòî íåå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãîé êàðàíäàø
èëè äðóãîé ëèñò áóìàãè, ñëîæåííûé íåñêîëüêî ðàç âäîëü ëè-
íèè ñãèáà. Åñëè íåò öèðêóëÿ, òî åãî ìîæíî çàìåíèòü ïëîòíîé
áóìàæíîé ëåíòîé. Êíîïêîé èëè áóëàâêîé äåëàåòå îòâåðñòèå íà
êðàþ ëåíòû òàê, ÷òîáû â íåå ïðîõîäèëî îòâåðñòèå êàðàíäàøà.

×åðòåæè âûïîëíÿéòå àêêóðàòíî. Åñëè íà îäíîì ëèñòå
áóìàãè âûïîëíåíî íåñêîëüêî ÷åðòåæåé, òî ìîæåòå îòäåëÿòü
èõ ÷åðòîé, ïðîâåäåííîé ïîä ëèíåéêó. Ìîæåòå çàâåñòè ïàïêó-
ñêîðîñøèâàòåëü è ïîäøèâàòü â íåå âûïîëíåííûå ÷åðòåæè.
Ïðîñòàâëÿéòå íà ÷åðòåæàõ äàòó.

Íå âûïîëíÿéòå ÷åðòåæè íà ëèñòàõ áóìàãè â êëåòî÷êó: îíè
îáëåã÷àþò ðèñîâàíèå, íî ïðåïÿòñòâóþò ïîíèìàíèþ èçó÷àåìîãî
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ìàòåðèàëà. Íå ïîëüçóéòåñü óãîëüíèêîì è òðàíñïîðòèðîì. Ìåñòî
óãîëüíèêà íà çàíÿòèÿõ ïî òåõíè÷åñêîìó ÷åð÷åíèþ, à òðàíñïîð-
òèðà íà óðîêàõ ïî òðèãîíîìåòðèè.

Åñëè ó âàñ âîçíèêàþò âîïðîñû â ïðîöåññå ïðîõîæäåíèÿ
êóðñà, òî ïîñëåäîâàòåëüíî çàïèñûâàéòå èõ â òåòðàäü. Ïîïðî-
áóéòå â êîíöå êóðñà ñàìîñòîÿòåëüíî äàòü íà íèõ îòâåòû. Åñëè
âû íå ìîæåòå äàòü íà íèõ îòâåò, òî îáðàòèòåñü ê ñïðàâî÷íîé
ëèòåðàòóðå èëè ó÷èòåëþ.

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé è ðåêîìåíäóåìîé ëèòåðàòóðû:

1) Äàâèäîâ À. Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ â îáúåìå ãèìíàçè÷åñêîãî
êóðñà / Äàâèäîâ À. � Ìîñêâà: Â óíèâåðñèòåòñêîé òèïîãðàôèè
(Êàòêîâ è K0), 1864. � 298 c.

2) Ìàëèíèí À. Ðóêîâîäñòâî ãåîìåòðèè è ñîáðàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ
çàäà÷ äëÿ ãèìíàçèé, ðåàëüíûõ ó÷èëèù è ó÷èòåëüñêèõ èíñòèòó-
òîâ / Ìàëèíèí À., Åãîðîâ Ô. � Ìîñêâà: Èçäàíèå êíèãîïðîäàâöà
Ô.È. Ñàëàåâà, 1879. � 496 ñ.

3) Ðîéòìàí Äì. Êóðñ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè ñ âêëþ÷åíèåì íà÷àë
òðèãîíîìåòðèè (ïëîñêîé è ñôåðè÷åñêîé), èçëîæåííîé ïî èçìå-
íåííîé ñèñòåìå è ïðèñïîñîáëåííûé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó-
÷åíèÿ / Ðîéòìàí Äì. � âòîðîå èçäàíèå, çíà÷èòåëüíî ïåðåðàá.
è äîïîëí. � Ìîñêâà: Òèïîãðàôèÿ Ò-âà È.Ä. Ñûòèíà, 1910. �
410 ñ.

4) Ñèìàøêî Ôðàíö. Íà÷àëüíàÿ ãåîìåòðèÿ / Ñèìàøêî Ôðàíö. �
èçä. âîñüìîå, èñïð. � Ñ.-Ïåòåðáóðã: Â òèïîãðàôèè Áåçîáðàçîâà
è Êîìï., 1887. � 348 ñ.

5) Øàïîøíèêîâ À.Í. Êóðñ íà÷àëüíîé ãåîìåòðèè / Øàïîøíè-
êîâ À.Í. � âûïóñê 1 � Ìîñêâà: Óíèâåðñèòåòñêàÿ òèïîãðàôèÿ,
íà Ñòðàñòíîì áóëüâàðå, 1906. � 116 ñ.

6) Øîõîð-Òðîöêèé Ñ.È. Ãåîìåòðèÿ íà çàäà÷àõ / Øîõîð-

Òðîöêèé Ñ.È. � Ìîñêâà: Èçäàíèå Ò-âà È.Ä.Ñûòèíà, 1909. �

344 ñ.
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1.1. Ïðåäìåò ãåîìåòðèè. Ëèíèÿ, ïðÿìàÿ,

îòðåçîê, îêðóæíîñòü

Ïðîñòðàíñòâî áåçãðàíè÷íî è îáëàäàåò ñâîéñòâîì áåçãðàíè÷-
íîé äåëèìîñòè. Âñÿêîå ïðèðîäíîå òåëî çàíèìàåò îïðåäåëåííóþ
÷àñòü ïðîñòðàíñòâà. ×àñòü ïðîñòðàíñòâà, çàíèìàåìàÿ ïðèðîä-
íûì òåëîì, íàçûâàåòñÿ åãî îáúåìîì èëè ãåîìåòðè÷åñêèì òåëîì.
Ãåîìåòðè÷åñêèå òåëà èìåþò ãðàíèöû è îòëè÷àþòñÿ ôîðìîé, âå-
ëè÷èíîé è ïîëîæåíèåì. Ãðàíèöû òåë íàçûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòÿ-
ìè. Ìåñòî âñòðå÷è äâóõ ïîâåðõíîñòåé íàçûâàåòñÿ ëèíèåé. Ìåñòî
âñòðå÷è äâóõ ëèíèé � òî÷êà. Åñëè ëèíèÿ ïðîâåäåíà ÷åðåç òî÷êó
(ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó), òî ìû ãîâîðèì: òî÷êà ëåæèò íà ëèíèè
èëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò ëèíèè.

Ñî÷åòàíèå îïðåäåëåííûõ òî÷åê, ëèíèé, ïîâåðõíîñòåé è òåë
ìû íàçûâàåì ôèãóðîé. Ôèãóðû ðàçëè÷àåì ïî ôîðìå, âåëè÷èíå è
ïîëîæåíèþ. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ôèãóð � ïðåäìåò ãåîìåòðèè.
Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè ýòèõ èññëåäîâàíèé, ìû ìîæåì óñòàíàâ-
ëèâàòü ôîðìó è ïîëîæåíèå ôèãóð, âûâîäèòü ïðàâèëà äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí: äëèí, âåëè÷èí óãëîâ, ïëîùà-
äåé, îáúåìîâ.

Àêñèîìà 1.1. Öåëàÿ âåëè÷èíà áîëüøå êàæäîé ñâîåé ÷àñòè è
ðàâíà èõ ñóììå.

Àêñèîìà 1.2. Åñëè ê äâóì ðàâíûì âåëè÷èíàì ïðèáàâèòü èëè
îòíÿòü ðàâíûå, òî ðàâåíñòâî íå íàðóøèòñÿ.

Àêñèîìà 1.3. Åñëè ê äâóì íåðàâíûì âåëè÷èíàì ïðèáàâèòü èëè
îòíÿòü ðàâíûå, òî íåðàâåíñòâî íå íàðóøèòñÿ.

Àêñèîìà 1.4. Ìû ìîæåì ìåíÿòü ïîëîæåíèå ôèãóð òàê, ÷òî
ôîðìà è âåëè÷èíà èõ íå íàðóøàòñÿ.

Àêñèîìà 1.5. Ôèãóðû ðàâíû, åñëè ïðè íàëîæåíèè ñîâìåùàþò-
ñÿ.
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Ïÿòü ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé � àêñèîìû, ìû ïðèçíàåì èõ
èñòèííîñòü, íå ïðèáåãàÿ ê ðÿäó äîïîëíèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé.
Ñóùåñòâóþò è äðóãèå àêñèîìû. Óòâåðæäåíèå, èñòèííîñòü êîòî-
ðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñëå ðÿäà ðàññóæäåíèé, íàçûâàåòñÿ òåî-
ðåìîé. Ðÿä ðàññóæäåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê ñïðàâåäëèâîñòè òåîðå-
ìû, íàçûâàåòñÿ åå äîêàçàòåëüñòâîì.

Âñå íàøè äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ áóäóò
êàñàòüñÿ ôèãóð, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè
(ïëîñêîñòè). Ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè � ïëàíèìåòðèÿ.

Ïðàêòè÷åñêè êàæäûé èç íàñ èìååò ïðåäñòàâëåíèå î ïðÿìîé
ëèíèè èëè ïðîñòî ïðÿìîé. Äëÿ èçëîæåíèÿ íàøèõ ïðåäñòàâëå-
íèé î ôèãóðàõ è èõ ñâîéñòâàõ ìû ïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèÿìè è
÷åðòåæàìè. Âîçüìèòå ëèñò áóìàãè, êàðàíäàø è ëèíåéêó. Êàðàí-
äàøîì íà ëèñòå áóìàãè ïðîèçâîëüíî îòìåòüòå äâå òî÷êè. Äâå
îòìå÷åííûå òî÷êè ìû ñ÷èòàåì çàäàííûìè. Ïëîòíî ïðèëîæèòå
êðàé ëèíåéêè ê çàäàííûì òî÷êàì. Ïîä êðàé ïðèëîæåííîé ëè-
íåéêè êàðàíäàøîì ïðîâåäèòå ëèíèþ. Åñëè ìû âîçüìåì õîðîøåå
óâåëè÷èòåëüíîå ñòåêëî è íàâåäåì ôîêóñ åãî íà íà÷åð÷åííóþ ëè-
íèþ, òî óâèäèì, ÷òî ÷åðòà èìååò øèðèíó. Ïðÿìàÿ â ãåîìåòðèè
� ýòî ëèíèÿ, è îíà øèðèíû íå èìååò. ×åðòåæ ëèøü èçîáðàæà-
åò âîîáðàæàåìûå ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû. Óñëîâèìñÿ, ÷òî ëèíèè
íà ÷åðòåæå òîëùèíû íå èìåþò.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïðÿìàÿ � íåîãðàíè÷åííàÿ ëèíèÿ, êîòîðàÿ
âïîëíå è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè.

Òåïåðü íà÷åðòèòå âòîðóþ ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêà-
ëàñü ñ ïåðâîé. Ìåñòî âñòðå÷è (ïåðåñå÷åíèÿ) äâóõ ïðÿìûõ � òî÷-
êà. Ìû ïîñòðîèëè íîâóþ òî÷êó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì áóêâîé A.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî òî÷êà ïîñòðîåíà, åñëè îïðåäåëèëè ìåñòî âñòðå-
÷è äâóõ ëèíèé. Òî÷êè ôîðìû è âåëè÷èíû íå èìåþò. Òî÷êè îá-
ëàäàþò åäèíñòâåííûì ñâîéñòâîì � ïîëîæåíèåì, òîãäà è îòëè-
÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ïîëîæåíèåì.

Ãåîìåòðè÷åñêèì ïîñòðîåíèåì íàçûâàåì òàêîå ðàññóæäåíèå,
â êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíî âîîáðàæàåìûå ëèíèè ñâîèì ïåðåñå-
÷åíèåì îïðåäåëÿþò òî÷êè èñêîìîé ôèãóðû. Èñêîìàÿ ôèãóðà
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ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè îïðåäåëåíû åå òî÷êè, ïîçâîëÿþ-
ùèå îòëè÷èòü åå îò äðóãèõ ôèãóð. Òî÷êè ñîâìåùåííûõ ôèãóð
íå ïîçâîëÿþò îòëè÷èòü ýòè ôèãóðû äðóã îò äðóãà.

Óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ê àêñèîìàì èëè äî-
êàçàííûì òåîðåìàì, è â êîòîðûõ óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà èññëåäó-
åìûõ ôèãóð, ìû îïðåäåëÿåì êàê äàííûå, à ôèãóðû, î êîòîðûõ
âåäåòñÿ â íèõ ðå÷ü, ñ÷èòàåì çàäàííûìè.

Ñàìîñòîÿòåëüíî çàäàéòå äâå òî÷êè A è B è îòìåòüòå èõ íà
ëèñòå áóìàãè. C ïîìîùüþ êàðàíäàøà è ëèíåéêè ïðîâåäèòå ÷åðåç
íèõ ïÿòü ïðÿìûõ. Åñëè ó âàñ ýòî ïîëó÷èëîñü, òî åùå ðàç ïåðå-
÷èòàéòå îïðåäåëåíèå 1.1. Ýòà îïðåäåëåíèå ðàñêðûâàåò îñíîâíîå
ñâîéñòâî ïðÿìîé: ÷åðåç äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, è
òîëüêî îäíó. Âñå ïÿòü ïðîâåäåííûõ ëèíèé ÿâëÿþòñÿ îäíîé è òîé
æå ïðÿìîé. Åñëè ìû ãîâîðèì î ïðÿìîé, òî íàçûâàåì åå ëþáûå
äâå òî÷êè, íàïðèìåð: ¾ïðÿìàÿ AB¿. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé äî-
ñòàòî÷íî äâóõ òî÷åê. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìîé ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ñòðî÷íóþ áóêâó ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, íàïðèìåð, ¾ïðÿìàÿ
a¿.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ãåîìåòðèè äîëæíû îñíîâûâàòüñÿ íà ïðè-
íÿòûõ àêñèîìàõ è äîêàçàííûõ òåîðåìàõ. Ðåøàÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ
çàäà÷ó, ìû êàê âûÿâëÿåì íîâûå ñâîéñòâà ôèãóð, òàê è ïðèìåíÿ-
åì óæå èçâåñòíûå ñâîéñòâà.

Çàäà÷à 1.1. Äàíû ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå AB è CD (ñì. ÷åðò.
1.1). Íàéòè íà ÷åðòåæå òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

A

B
C

D

×åðòåæ 1.1. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ çàäàííûõ ïðÿìûõ.

Ðåøåíèå. Ïîñòîéòå, à ãäå æå ïðÿìûå? Ó íàñ åñòü òîëüêî òî÷êè
A è B, C è D. Ïåðåíåñèòå ýòè ÷åòûðå òî÷êè ñåáå íà ëèñò áóìàãè,
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ïûòàÿñü ïðèäåðæèâàòüñÿ èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ. Íàâûêè,
ïðèîáðåòåííûå íà óðîêàõ ðèñîâàíèÿ, áóäóò çäåñü âåñüìà êñòàòè.
Ïðî÷òåì îïðåäåëåíèå 1.1 åùå ðàç. Äâå òî÷êè êàæäîé ïðÿìîé ó
íàñ åñòü, çíà÷èò, ïðÿìûå îïðåäåëåíû. ×òî ìåøàåò íàì ñ ïîìî-
ùüþ ëèíåéêè è êàðàíäàøà ïðîâåñòè ïðÿìûå ÷åðåç òî÷êè A è B, à
çàòåì C è D? Ïðîâåäåì! Åñëè ïðîäëèì èõ äîñòàòî÷íî õîðîøî, òî
íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ çàäàííûõ ïðÿìûõ � òî÷êó E. Èòàê,
ëþáóþ ïðÿìóþ ìû ìîæåì âñåãäà ïðîäëèòü. Ïðè äîñòàòî÷íîì
ïðîäëåíèè ïðÿìûå ëèáî ïåðåñåêóòñÿ, ëèáî � íåò. Ïðÿìûå ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Åñëè áû ïðÿìûå ïåðåñåêàëèñü â äâóõ
òî÷êàõ, òî ÷åðåç äâå òî÷êè ìîæíî áûëî áû ïðîâåñòè äâå ðàçëè÷-
íûå ïðÿìûå, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîìó ñâîéñòâó ïðÿìîé:
÷åðåç äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, è òîëüêî îäíó.

Çàäà÷à 1.2. Äàíû òî÷êè A, B, C (ñì. ÷åðò. 1.2). Ïðîâåäèòå
÷åðåç íèõ îäíó ïðÿìóþ.

A

B

C

×åðòåæ 1.2. Òðè òî÷êè.

Ðåøåíèå. Ïåðåíåñèòå ýòè òðè òî÷êè ñåáå íà ëèñò áóìàãè. Ïî
îïðåäåëåíèþ 1.1 ìû ìîæåì ïðîâåñòè îòäåëüíóþ ïðÿìóþ ÷åðåç
òî÷êè A è B, îòäåëüíóþ ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êè A è C, òàêæå ìî-
æåì ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êè B è C. Ïðîâåäåì! Î÷åâèäíî,
÷òî ìû ïðîâåëè òðè ïðÿìûå, íî ïî óñëîâèþ çàäà÷è íàì íóæíà
òîëüêî îäíà.

Äîïóñòèì, êòî-òî ðåøèë ýòó çàäà÷ó, êàê íà ÷åðòåæå 1.3, è
äîêàçûâàåò, ÷òî ïðÿìàÿ ïðîâåäåíà ÷åðåç òðè òî÷êè. Íî ñ ÷åãî
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ìû âçÿëè, ÷òî òî÷êà B áóäåò ëåæàòü íà ïðÿìîé AC? Âàì ìîãóò
ïðåäîñòàâèòü ëóïó è óáåäèòüñÿ ëè÷íî, íî ÷åðòåæ â ãåîìåòðèè íå
ìîæåò ñëóæèòü èíñòðóìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâà
â ãåîìåòðèè ñòðîÿòñÿ òîëüêî ïóòåì ðàññóæäåíèÿ, à ÷åðòåæè äå-
ëàþò èõ íàãëÿäíûìè. Ïîïðîáóåì ïîðàññóæäàòü.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî òî÷êà B ëåæèò íà ïðÿìîé AC

A B C

×åðòåæ 1.3. Ïîïûòêà ïðîâåäåíèÿ ïðÿìîé ÷åðåç òðè òî÷êè.

ìû ìîæåì:
1) ïîïûòàòüñÿ âûÿñíèòü äàííûå î ïîëîæåíèè òî÷åê;
2) ñîïîñòàâèòü èçâåñòíûå ñâîéñòâà òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿ-
ìîé, ñî ñâîéñòâàìè òî÷åê èç çàäàíèÿ;
3) åñëè áóäåò íàéäåíî ñîîòâåòñòâèå, òî ïðîèçâåñòè íåîáõîäèìûå
âû÷èñëåíèÿ èëè ïîñòðîåíèÿ, êîòîðûå óáåäÿò â âåðíîñòè äîêàçû-
âàåìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à äàíà ñ íåïîëíûì óñëîâèåì, è äëÿ âåð-
íîãî åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî óòî÷íèòü óñëîâèå çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îòðåçîê � ýòî ÷àñòü ïðÿìîé, êîòîðàÿ
îãðàíè÷åíà äâóìÿ òî÷êàìè.

Íà ÷åðòåæå (ñì. ÷åðò. 1.4) ïîêàçàíû òðè îòðåçêà AB, CD è
EF . Íàèìåíîâàíèå îòðåçêà ñîñòàâëÿåòñÿ èç íàèìåíîâàíèé äâóõ
òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ åãî ãðàíèöàìè. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î äàííûõ
îòðåçêàõ? Îíè îòëè÷àþòñÿ ïîëîæåíèåì è âåëè÷èíîé. Ìû ìîæåì
ñêàçàòü êàêîé èç îòðåçêîâ áîëüøå, à êàêîé ìåíüøå. ¾Áîëüøå¿,
¾ìåíüøå¿ � ýòî õîðîøî, íî ëó÷øå, åñëè áû ìû çíàëè: ¾íàñêîëü-
êî áîëüøå¿ èëè ¾íàñêîëüêî ìåíüøå¿?
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A B

C D

E F

×åðòåæ 1.4. Òðè ïðîèçâîëüíûõ îòðåçêà.

×òîáû ñðàâíèòü îòðåçêè ïî âåëè÷èíå è óçíàòü, íàñêîëüêî
âåëè÷èíà îäíîãî îòëè÷àåòñÿ îò âåëè÷èíû äðóãîãî, íàì ïîíàäî-
áèòñÿ íîâûé îòðåçîê, êîòîðûé áóäåò öåëîå ÷èñëî ðàç âõîäèòü â
êàæäûé èç ñðàâíèâàåìûõ îòðåçêîâ. Âåëè÷èíó îòðåçêà ìû áóäåì
íàçûâàòü åãî äëèíîé.

Çàäà÷à 1.3. Äàí îòðåçîê AB (ñì. ÷åðò. 1.5). Ïîñòðîéòå äâà
íîâûõ îòðåçêà òàê, ÷òîáû âåëè÷èíà îäíîãî áûëà ðàâíà òðåì
âåëè÷èíàì îòðåçêà AB, à äðóãîãî � äâóì âåëè÷èíàì çàäàííîãî
îòðåçêà.

A B

3AB

2AB

×åðòåæ 1.5. Îòêëàäûâàíèå îòðåçêà AB.

Ðåøåíèå. Âîçüìåì ëèñò áóìàãè è ïðîâåäåì äâå ïðîèçâîëüíûå
ïðÿìûå. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî òî÷êè � ýòî äëèíà îòðåç-
êà ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Îäíó íîæêó öèðêóëÿ àêêóðàòíî
ïîñòàâèì íà òî÷êó A, à âòîðóþ íîæêó � íà òî÷êó B. Ñ òåì
æå ðàñòâîðîì öèðêóëÿ íà ïåðâîé íà÷åð÷åííîé ïðÿìîé îòìåòèì
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îäíó çàñå÷êó, çàòåì ïîñòàâèì íîæêó íà ïåðåñå÷åíèå è îòìåòèì
âòîðóþ çàñå÷êó; ïîñòàâèì íîæêó íà âòîðîå ïåðåñå÷åíèå è îòìå-
òèì òðåòüþ çàñå÷êó. Êàæäóþ íîâóþ çàñå÷êó ìû ñòàâèì â òîì æå
íàïðàâëåíèè, ÷òî è ïðåäûäóùóþ. Òðè äëèíû îòðåçêà AB îòìå-
÷åíû. Íà âòîðîé ïðÿìîé îòìåòèì òàêèì æå îáðàçîì 2 çàñå÷êè.
Ïåðâûé ïîñòðîåííûé îòðåçîê ðàâåí 3 · AB, à âòîðîé � 2 · AB.
Çàäà÷à ðåøåíà.

Îòðåçîê AB èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îáùåé ìåðîé
äâóõ íîâûõ îòðåçêîâ. Åãî äëèíà ñîñòàâëÿåò òðåòüþ ÷àñòü ïåð-
âîãî ïîñòðîåííîãî îòðåçêà è ïîëîâèíó âòîðîãî ïîñòðîåííîãî îò-
ðåçêà. Äâà íîâûõ îòðåçêà ÿâëÿþòñÿ ñîèçìåðèìûìè, òàê êàê èõ
îòíîøåíèå âûðàæàåòñÿ â öåëûõ ÷èñëàõ è ðàâíî 3

2 .

Çàäà÷à 1.4. Íàéòè ðàçíîñòü äâóõ äàííûõ îòðåçêîâ AB è CD
(ñì. ÷åðò. 1.6).

A B

C D

E FG

×åðòåæ 1.6. Âû÷èòàíèå îòðåçêîâ.

Ðåøåíèå. Íà ëèñòå áóìàãè ïðîâåäåì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ.
¾Ñíèìåì¿ âåëè÷èíó îòðåçêà AB. Äëÿ ýòîãî îñòðèå öèðêóëÿ
ïîñòàâèì íà òî÷êó A, à îñòðèå êàðàíäàøà � íà òî÷êó B. Íå
ìåíÿÿ ðàñòâîðà öèðêóëÿ, ïîñòàâèì åãî îñòðèå â íåêîòîðîé
òî÷êå E ïðîâåäåííîé ïðÿìîé, è íà íåé æå êàðàíäàøîì îòìå-
òèì ¾çàñå÷êó¿ F . AB = EF . Àíàëîãè÷íî ¾ñíèìåì¿ âåëè÷èíó
îòðåçêà CD. Ïîñòàâèì îñòðèå öèðêóëÿ â òî÷êó E, è îòìåòèì
íà ïðÿìîé ¾çàñå÷êó¿ G â íàïðàâëåíèè ê òî÷êå F . EG = CD.
GF = AB − CD.

Èññëåäîâàíèå. Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå òî÷êà G îêàçàëàñü ìåæäó
òî÷êàìè E è F , òî ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî îòðåçîê CD ìåíüøå
îòðåçêà AB. Åñëè áû òî÷êà G óïàëà ïðàâåå òî÷êè F , òî îòðåçîê
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CD áûë áû áîëüøå îòðåçêà AB. Ïðè ðàâåíñòâå îòðåçêîâ AB è
CD òî÷êè G è F ñëèëèñü áû â îäíó òî÷êó. Êàê âû äóìàåòå, åñëè
áû îòðåçîê CD áûë òî÷íî ðàâåí ïîëîâèíå îòðåçêà AB, òî áûëè
áû ðàâíû îòðåçêè EG è GF?

Åñëè îáùàÿ ìåðà îäíîãî îòðåçêà ñîñòàâëÿåòm ÷àñòåé îò íåãî,
à âòîðîãî � n ÷àñòåé, òî âåëè÷èíû îòðåçêîâ ñîîòíîñÿòñÿ êàê m

n .

Çàäà÷à 1.5. Íàéòè îáùóþ ìåðó äâóõ äàííûõ îòðåçêîâ AB è
CD (ñì. ÷åðò. 1.7).

A B

C D

×åðòåæ 1.7. Äâà ñðàâíèâàåìûõ îòðåçêà.

Ðåøåíèå. Ýòà çàäà÷à íåìíîãî ñëîæíåå. Àëãîðèòì ïîèñêà îáùåé
ìåðû äâóõ îòðåçêîâ âïåðâûå ïðèâåäåí â ¾Íà÷àëàõ¿ Åâêëèäà.
Ñïåðâà èç áîëüøåãî îòðåçêà ìû âû÷èòàåì ìåíüøèé, ïîëó÷àåì
îñòàòîê � ýòî íîâûé îòðåçîê. Ñðàâíèâàåì îñòàòîê ñ âû÷èòàå-
ìûì, è èç áîëüøåãî âû÷èòàåì ìåíüøåå. Ïðîäîëæàåì òàê äî òåõ
ïîð, ïîêà ðàçíèöà ìåæäó óìåíüøàåìûì è âû÷èòàåìûì íå ñòà-
íåò ðàâíà íóëþ, òîãäà óìåíüøàåìîå (èëè âû÷èòàåìîå) ÿâëÿåòñÿ
îáùåé ìåðîé äâóõ çàäàííûõ îòðåçêîâ. Îòðåçîê JH ÿâëÿåòñÿ îá-
ùåé ìåðîé äëÿ îòðåçêîâ AB è CD (ñì. ÷åðò. 1.8).

Îáùàÿ ìåðà îòðåçêîâ AB è CD áûëà íàéäåíà çà ñåìü âû-
÷èòàíèé. Åñëè áû âû÷èòàíèÿ ìû ïðîäîëæàëè áåñêîíå÷íî äîëãî,
òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòðåçêè AB è CD íåñîèçìåðèìû. Îòíîøå-
íèå ìåæäó íåñîèçìåðèìûìè îòðåçêàìè â öåëûõ ÷èñëàõ âûðà-
çèòü íåâîçìîæíî. Äëÿ óäîáñòâà, âû÷èòàíèÿ îòðåçêîâ ïîêàçàíû
íà ðàçíûõ ïðÿìûõ, îäíàêî êàæäîå âû÷èòàíèå ìîæíî ïîñòîÿííî
ïðîèçâîäèòü íà á�îëüøåì îòðåçêå.

Äëèíó âñÿêîãî îòðåçêà âûðàæàþò êàê îòíîøåíèå ê äëèíå îä-
íîãî îòðåçêà, ïðèíèìàåìîãî çà ýòàëîí èëè åäèíóþ ìåðó. Äëÿ
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A B

C DE ED = CD −AB

E DF FD = ED − CE

F DG GD = FD − EF

F GH HG = FG−GD

F HI IH = FH −HG

I HJ JH = IH − FI

J H JH = IJ

×åðòåæ 1.8. Ïîèñê îáùåé ìåðû äâóõ îòðåçêîâ AB è CD ïîñðåä-
ñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èòàíèÿ.

ýòîãî äëèíó ýòàëîíà ïðèíèìàþò çà 1, è åñëè îáùàÿ ìåðà ýòàëî-
íà è ñðàâíèâàåìîãî ñ íèì îòðåçêà âõîäèò â ýòàëîí m ðàç, à â
ñðàâíèâàåìûé îòðåçîê � n ðàç, òî äëèíà ñðàâíèâàåìîãî îòðåçêà
âûðàæàåòñÿ êàê n·1

m èëè n
m .

Èçìåðèòü âåëè÷èíó � çíà÷èò íàéòè å¼ îòíîøåíèå ê äðóãîé
îäíîðîäíîé âåëè÷èíå, ïðèíèìàåìîé çà åäèíóþ ìåðó.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 1. Ïîðàñ-
ñóæäàéòå: ñêîëüêî ïðÿìûõ ëèíèé ìîæíî ïðîâåñòè ìåæäó
3, 4, 5, 6 ... n òî÷êàìè, åñëè êàæäûå òðè òî÷êè íå ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé? (ÌÅ 28.1).*1 Ïîäñêàçêà: ïîäóìàéòå ñêîëüêî
ïðÿìûõ ìîæíî ïðîâåñòè èç êàæäîé òî÷êè, ñêîëüêî òî÷åê
âñåãî, è ñêîëüêî ðàç ïðÿìûå ïîâòîðÿþòñÿ? Äîãàäêà � ïåðâûé
øàã â ïîñòðîåíèè öåïî÷êè ðàññóæäåíèé è åäèíñòâåííûé ñïîñîá
ïðè ðåøåíèè íåçíàêîìîé çàäà÷è. Íå ñòåñíÿéòåñü ïðèìåíÿòü
åå!

1Çäåñü è äàëåå ýòî îáîçíà÷åíèå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî çàäà÷à çàèìñòâîâàíà
èç ¾Ðóêîâîäñòâà ãåîìåòðèè¿ À. Ìàëèíèíà è Ô. Åãîðîâà. Ïåðâîå ÷èñëî äî
òî÷êè îáîçíà÷àåò íîìåð ïàðàãðàôà, à âòîðîå � íîìåð çàäà÷è â ïàðàãðàôå.



14

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 2. Íà ïðÿ-
ìîé â îäíîì íàïðàâëåíèè îòëîæåíû ðàâíûå îòðåçêè AB, BC,
CD. Èõ äëèíà ðàâíà a. Íàéòè ÷åìó ðàâíà äëèíà îòðåçêà, êîòî-
ðûé ñîåäèíÿåò ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB è CD. Ñåðåäèíà îòðåçêà
� ýòî òî÷êà íà îòðåçêå, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ðàâíîì ðàññòî-
ÿíèè îò åãî êîíöîâ.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 3. Äàí íåêèé
îòðåçîê AB. Äàíà òî÷êà C, ëåæàùàÿ íà îòðåçêå AB. Äîêà-
çàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû îòðåçêà AB äî òî÷êè C
ðàâíî ïîëóðàçíîñòè äëèí AC è BC (ÌÅ 28.13).

Óïðàæíåíèå íà îòêðûòîì âîçäóõå 1. Âîçüìèòå òðè äåðå-
âÿííûõ êîëûøêà äëèíîé íåìíîãèì ìåíüøå âàøåãî ðîñòà. Âûé-
äèòå íà áîëüøóþ ïëîùàäêó. Ïîñòàâüòå âåðòèêàëüíî ïåðâûé
êîëûøåê. Îòîéäèòå îò íåãî íà ïÿòü øàãîâ. Ïîñòàâüòå âòîðîé
êîëûøåê. Óñëîâèìñÿ, ÷òî êîëûøêè îáîçíà÷àþò òî÷êè. Ìû ïîì-
íèì, ÷òî ÷åðåç äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ è òîëüêî
îäíó. Îòîéäèòå îò âòîðîãî êîëûøêà íà ðàññòîÿíèå 10 øàãîâ
òàê, ÷òîáû ìåñòî â êîòîðîì îí áóäåò ñòîÿòü áûëî íà îäíîé
ïðÿìîé ñ äâóìÿ äðóãèìè êîëûøêàìè. Äëÿ ýòîãî âàì ïîíàäî-
áèòñÿ ïîìîùíèê. Îí äîëæåí ñìîòðåòü íà ïåðâûõ äâà êîëûøêà
òàê, ÷òîáû ïðè âèçèðîâàíèè îíè ñëèâàëèñü â îäíó ëèíèþ, òðå-
òèé êîëûøåê òàêæå äîëæåí ñëèâàòüñÿ ñ äâóìÿ äðóãèìè. Âû
ïîñòðîèëè ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òðè òî÷êè.

Åñëè ìû âîçüìåì îòðåçîê è îäèí êîíåö åãî ñäåëàåì íåïîäâèæ-
íûì, à âòîðîé êîíåö íà÷íåì âðàùàòü âîêðóã íåïîäâèæíîãî, òî
âðàùàþùèéñÿ êîíåö ïðîâåäåò çàìêíóòóþ ëèíèþ âîêðóã íåïî-
äâèæíîãî öåíòðà. Òàêóþ ëèíèþ ìû íàçûâàåì îêðóæíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Îêðóæíîñòü � ýòî çàìêíóòàÿ ëèíèÿ, êî-
òîðàÿ âïîëíå è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ òî÷êàìè: öåí-
òðîì è òî÷êîé íà íåé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îêðóæíîñòåé íà áóìàãå èñïîëüçóåòñÿ öèð-
êóëü. Âîçüìèòå öèðêóëü, ïîñòàâüòå îäíó íîæêó íà ëèñò áóìàãè
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(ýòî áóäåò öåíòð îêðóæíîñòè), à âòîðîé íîæêîé íà÷åðòèòå
ëèíèþ ïîäîáíóþ òîé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà íà ÷åðòåæå 1.9.
Öåíòð îêðóæíîñòè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áóêâîé O. Ïðè ïîñòðî-

O

A

×åðòåæ 1.9. Îêðóæíîñòü è åå ðàäèóñ.

åíèè ðàâíûõ îêðóæíîñòåé íà áóìàãå äîñòàòî÷íî îäíó íîæêó
öèðêóëÿ ïîñòàâèòü íà öåíòð, à âòîðóþ íà ëþáóþ òî÷êó íà ëè-
íèè îêðóæíîñòè, òîãäà âåëè÷èíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî öåíòð
îêðóæíîñòè ñ òî÷êîé íà íåé, áóäåò ¾ñíÿòà¿ ðàñòâîðîì öèðêóëÿ.
Ñ óñòàíîâëåííûì ðàñòâîðîì öèðêóëÿ óæå ìîæíî íà÷åðòèòü
äðóãóþ îêðóæíîñòü, ðàâíóþ ïåðâîé. Îêðóæíîñòè ðàçëè÷àþòñÿ
ïî âåëè÷èíå è ïîëîæåíèþ.

Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòð îêðóæíîñòè ñ òî÷êîé íà íåé,
íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ
áóêâîé R (radius) èëè äâóìÿ áóêâàìè, îáîçíà÷àþùèìè öåíòð
îêðóæíîñòè è òî÷êó íà íåé. Ïðè ïîñòðîåíèè îêðóæíîñòè ðàñ-
òâîð öèðêóëÿ íå ìåíÿåòñÿ, çíà÷èò, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî
âñå òî÷êè îêðóæíîñòè ðàâíîóäàëåíû îò öåíòðà, è ýòî ðàññòîÿíèå
òî÷íî ðàâíî ðàäèóñó. Íóæíî ïîìíèòü, ÷òî ðàäèóñ � ýòî îòðåçîê,
ïîýòîìó åãî òàêæå ìîæíî ñðàâíèâàòü ñ äðóãèìè îòðåçêàìè. Åñëè
ïî õîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è âû ïðèøëè ê òîìó, ÷òî èñêîìàÿ òî÷êà
óäàëåíà îò çàäàííîé òî÷êè íà èçâåñòíîå ðàññòîÿíèå, è âû íå
çíàåòå ãäå îíà íàõîäèòñÿ, òî ñìåëî ïðîâîäèòå âîêðóã çàäàííîé
òî÷êè îêðóæíîñòü èçâåñòíîãî ðàäèóñà: èñêîìàÿ òî÷êà áóäåò
ëåæàòü íà ëèíèè îêðóæíîñòè. Äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî
áóäåò îòûñêàòü äðóãóþ ëèíèþ, êîòîðàÿ áóäåò ïåðåñåêàòü ëèíèþ
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ïîñòðîåííîé îêðóæíîñòè.

Àêñèîìà 1.6. Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êó âíóòðè
îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàåò å¼ â äâóõ òî÷êàõ.

Ïðîâåäåì ÷åðåç öåíòð ëþáîé îêðóæíîñòè ïðîèçâîëüíóþ ïðÿ-
ìóþ. Ïî àêñèîìå 1.6 îíà ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ â äâóõ òî÷êàõ. Îò-
ðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè îêðóæíîñòè è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç
åå öåíòð, íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì. Äëèíà äèàìåòðà îêðóæíîñòè
ðàâíà äâóì ðàäèóñàì.

Çàäà÷à 1.6. Äàí öåíòð îêðóæíîñòè O è òî÷êà íà ëèíèè
îêðóæíîñòè A. Íàéòè âòîðóþ òî÷êó îêðóæíîñòè, ëåæàùóþ
íà ïðÿìîé OA (ñì. ÷åðò. 1.10).

O A ???

×åðòåæ 1.10. Ïîèñê òî÷êè.

Ðåøåíèå. Ïîñòîéòå, à ãäå ëèíèÿ îêðóæíîñòè? Îíà íàì íå
íóæíà. Íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî îíà óæå îïðåäåëåíà: íàì
äàíû òî÷êà öåíòðà è òî÷êà íà ëèíèè îêðóæíîñòè. Ïîíÿòíî, ÷òî
èñêîìàÿ òî÷êà áóäåò íàõîäèòüñÿ íà ïðÿìîé OA òàì, ãäå ïðÿìàÿ
âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü. Åñëè èñêîìàÿ òî÷êà áóäåò
íàõîäèòüñÿ ïðàâåå òî÷êè A, òî ó íàñ áóäåò íåêîòîðàÿ òî÷êà íà
îêðóæíîñòè, ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé áóäåò ïðåâûøàòü âåëè÷èíó
ðàäèóñà, à òàêèõ òî÷åê áûòü íå ìîæåò. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå
èñêîìàÿ òî÷êà íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ ìåæäó òî÷êàìè O è A:
çäåñü ðàññòîÿíèå äî èñêîìîé òî÷êè áóäåò ìåíüøå ðàäèóñà.

Çíà÷èò, èñêîìàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ ëåâåå òî÷êè O, íî ãäå æå?
Åùå ðàç ïåðå÷èòàåì óñëîâèå çàäà÷è. Ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
öåíòð îêðóæíîñòè, ïîýòîìó ïåðåñåêàåò å¼ â äâóõ òî÷êàõ (ïî
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àêñèîìå 1.6). ×òî ýòî çà ïðÿìàÿ? Ýòî ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé ëåæèò
äèàìåòð îêðóæíîñòè! Äèàìåòð ðàâåí äâóì ðàäèóñàì, îòðåçîê
OA � ðàäèóñ, çíà÷èò, èñêîìàÿ òî÷êà ëåæèò ëåâåå òî÷êè O íà
ðàññòîÿíèè, ðàâíîì OA. Ïåðåíåñèòå ÷åðòåæ ê ñåáå íà ëèñòîê è
îòìåòüòå èñêîìóþ òî÷êó ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ. Îáîçíà÷üòå åå êàê
òî÷êà B. Îòðåçîê OB ðàâåí îòðåçêó OA ïî ïîñòðîåíèþ.

Çàäà÷à 1.7. Äàíû îòðåçêè AB, AC, BC (ñì. ÷åðò. 1.11). Òî÷-
êà B íå ëåæèò íà ïðÿìîé AC. Íàéòè îòðåçîê, ðàâíûé ñóììå
îòðåçêîâ AB, AC, BC.

A

B

CB′ B′′

×åðòåæ 1.11. B′B′′ = AB+AC+BC.

Ðåøåíèå. Ïðîäëèì îòðåçîê AC ïî îáå ñòîðîíû, è îòëîæèì âå-
ëè÷èíû îòðåçêîâ AB è BC íà ïðÿìîé AC. Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì
îñòðèå öèðêóëÿ â òî÷êó A, à êàðàíäàø � â òî÷êó B, è ïðîâåäåì
îêðóæíîñòü ðàäèóñîì AB. Ïîñòðîåííàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñå÷åò
ïðÿìóþ AC â äâóõ òî÷êàõ. Ìû îáîçíà÷èì îäíó òî÷êó B′ òàê,
÷òîáû òî÷êà A íàõîäèëàñü ìåæäó òî÷êàìè B′ è C. AB′ = AB
êàê ðàäèóñû îäíîé îêðóæíîñòè. Çàòåì ïîñòàâèì îñòðèå öèðêó-
ëÿ â òî÷êó C, êàðàíäàø � â òî÷êó B, è ïðîâåäåì îêðóæíîñòü
ðàäèóñîì CB. Ïîñòðîåííàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ AC
â äâóõ òî÷êàõ. Îáîçíà÷èì òî÷êó B′′ òàê, ÷òîáû òî÷êà C íàõî-
äèëàñü ìåæäó òî÷êàìè A è B′′. CB′′ = CB êàê ðàäèóñû îäíîé
îêðóæíîñòè. Âåëè÷èíà îòðåçêà B′B′′ ðàâíà AB +AC +BC. Îò-
ðåçîê B′B′′ � èñêîìûé îòðåçîê.

Çàäà÷à 1.8. Äàíû îòðåçêè AB è AC ñ îáùèì êîíöîì A. AB >
> AC (ñì. ÷åðò. 1.12). Íàéòè èõ ðàçíîñòü.
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A

B

C

D

×åðòåæ 1.12. Ïîèñê ðàçíîñòè äâóõ îòðåçêîâ ñ îáùèì êîíöîì.

Ðåøåíèå. Èç òî÷êè C, â íàïðàâëåíèè îò òî÷êè A, ïðîèçâîëüíî
ïðîäëèì îòðåçîê AC. Ïîñòàâèì îñòðèå öèðêóëÿ â îáùóþ òî÷êó
A, à îñòðèå êàðàíäàøà â òî÷êó B. Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ðàäè-
óñîì, ðàâíûì AB. Îêðóæíîñòü ïåðåñå÷åò îòðåçîê AC èëè åãî
ïðîäîëæåíèå â òî÷êå D. CD � èñêîìûé îòðåçîê. Òàê êàê AB >
> AC, òî òî÷êà D ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà AC. Ìû ìîãëè
áû òàêæå ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ðàäèóñîì AC è íàéòè òî÷êó D
íà îòðåçêå AB, òîãäà îòðåçîê DB áûë áû èñêîìûì îòðåçêîì.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 4. Äàí ïðî-
èçâîëüíûé îòðåçîê AB. Íà÷åðòèòå äâå îêðóæíîñòè. Öåíòð
ïåðâîé îêðóæíîñòè � òî÷êà A, ðàäèóñ åå ðàâåí AB. Öåíòð
âòîðîé îêðóæíîñòè � B, ðàäèóñ åå ðàâåí BA. Ðàâíû ëè ïî-
ñòðîåííûå îêðóæíîñòè?

1.2. Óãîë. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð

Ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ AB
è CD (ñì. ÷åðò. 1.13). Ìåñòî ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïðÿìûõ � òî÷-

A

B
C

D

E

� 1

� 2

� 3

� 4

×åðòåæ 1.13. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïðÿìûõ â îäíîé òî÷êå.
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êà E. Íå çàáûâàåì, ÷òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â îäíîé
òî÷êå. Òî÷êà E äåëèò ïðÿìóþ AB íà äâå ïîëóïðÿìûå EA è EB,
ïðÿìàÿ CD äåëèòñÿ ýòîé æå òî÷êîé íà ïîëóïðÿìûå ED è EC.
Ïîëóïðÿìàÿ (ëó÷) � ýòî ÷àñòü ïðÿìîé, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà îä-
íîé òî÷êîé. Èç òî÷êè E âûõîäÿò ÷åòûðå ïîëóïðÿìûå: EA, ED,
EB, EC. Ïîäóìàéòå: åñëè â îäíîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ òðè ïðÿ-
ìûå, òî ñêîëüêî ïîëóïðÿìûõ èç íå¼ âûõîäèò?

Ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå AB è CD îáðàçîâàëè ÷åòûðå óãëà.
Ïåðâûé óãîë îáðàçîâàí ïîëóïðÿìûìè EA è ED, âòîðîé � ED
è EB, òðåòèé � EB è EC, ÷åòâåðòûé � EC è EA.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Óãîë � ýòî ôèãóðà, îïðåäåëÿåìàÿ äâóìÿ ïî-
ëóïðÿìûìè, âûõîäÿùèìè èç îäíîé òî÷êè.

Âìåñòî ñëîâà ¾óãîë¿ ÷àñòî ñòàâÿò çíà÷îê ∠ (÷èòàþò:
¾óãîë¿). Íà ÷åðòåæå 1.13 ìû ìîæåì îòìåòèòü âñå ÷åòûðå óãëà:
∠AED, ∠DEB, ∠BEC, ∠CEA. Óãëó ïðèíÿòî äàâàòü íàèìåíî-
âàíèå ïî òðåì òî÷êàì: ïåðâàÿ òî÷êà � òî÷êà íà îäíîì èç ëó÷åé,
âòîðàÿ òî÷êà � òî÷êà èç êîòîðîé äâà ëó÷à âûõîäÿò, òðåòüÿ
òî÷êà � òî÷êà íà âòîðîì ëó÷å. Ëó÷è, ñîñòàâëÿþùèå óãîë, åñòü
åãî ñòîðîíû, à òî÷êà, èç êîòîðîé îíè âûõîäÿò, íàçûâàåòñÿ
âåðøèíîé. ∠DEB è ∠BED � åñòü îäèí è òîò æå óãîë, ìû
òîëüêî ïîìåíÿëè ïîðÿäîê äâóõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà åãî ñòîðîíàõ.
Âåðøèíà óãëà â åãî íàèìåíîâàíèè âñåãäà ñòàâèòñÿ ïîñåðåäèíå.
Ìîæíî èìåíîâàòü óãîë è ïî îäíîé âåðøèíå, åñëè íåò äâóõ è
áîëåå óãëîâ ñ ýòîé æå âåðøèíîé.

Ïîñìîòðèòå íà óãëû AED è DEB. ×òî âû ìîæåòå î íèõ ñêà-
çàòü? Êàê äóìàåòå, êàêîé èç íèõ áîëüøå, à êàêîé ìåíüøå? Ìîæåò
îíè ðàâíû? Äàâàéòå ðàçáåðåìñÿ â ýòîì âîïðîñå.

Óãîë óñòàíàâëèâàåò îáëàñòü, íå ïîääàþùóþñÿ èçìåðåíèþ. Åå
íàçûâàþò âíóòðåííåé îáëàñòüþ óãëà è îòìå÷àþò íà ÷åðòåæå äó-
ãîé ó åãî âåðøèíû. ×òî åñëè íà ÷åðòåæå íå óêàçàíà âíóòðåííÿÿ
îáëàñòü óãëà (ñì. ÷åðò. 1.14(1))? Î êàêîé îáëàñòè òîãäà âåäåòñÿ
ðå÷ü: î òîé, ÷òî îòìå÷åíà ñïëîøíîé äóãîé, èëè î òîé, ÷òî îòìå-
÷åíà ïóíêòèðíîé äóãîé? Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ìûñëåííî
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A

B

C

A
B

C

1) 2)

? ?

×åðòåæ 1.14. Îïðåäåëåíèå âíóòðåííåé îáëàñòè óãëà.

âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ: 1) äîïîëíÿåì äî ïðÿìîé ëþ-
áóþ ñòîðîíó óãëà; 2) äðóãóþ ñòîðîíó âðàùàåì âîêðóã âåðøèíû
ïî äâèæåíèþ ÷àñîâîé ñòðåëêè; 3) åñëè âðàùàåìàÿ ñòîðîíà ñîâïà-
äåò ñïåðâà ñ íåïîäâèæíîé ñòîðîíîé, òî çà âíóòðåííþþ îáëàñòü
óãëà ïðèíèìàåòñÿ ïðîéäåííàÿ âðàùàåìîé ñòîðîíîé îáëàñòü; íî
åñëè ñïåðâà ïðîèñõîäèò ñîâïàäåíèå ñ äîïîëíåíèåì íåïîäâèæíîé
ñòîðîíû, òî âðàùåíèå íóæíî ïðîèçâîäèòü ïðîòèâ äâèæåíèÿ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè (÷åðò. 1.14(2)). Âíóòðåííÿÿ îáëàñòü óãëà BAC îò-
ìå÷åíà ñïëîøíîé äóãîé. Íèêàêèõ ¾ìûñëåííûõ âðàùåíèé¿ ïðî-
èçâîäèòü íå íóæíî, åñëè äóãîé ÿâíî óêàçàíà âíóòðåííÿÿ îáëàñòü
óãëà. Ðàâíûå óãëû íà ÷åðòåæå ïîìå÷àþòñÿ ðàâíûì ÷èñëîì äóã.

Äâà óãëà ìû íàçûâàåì ðàâíûìè, åñëè îíè ïðè íàëîæåíèè

F

D
E

C

A

B

F

A(D) C

B E
1) 2)

×åðòåæ 1.15. Íàëîæåíèå äâóõ óãëîâ.

ñîâìåùàþòñÿ. Ýòî ñïðàâåäëèâî, òàê êàê ñïðàâåäëèâà àêñèîìà
1.5. Ïðè íàëîæåíèè îäíîãî óãëà íà äðóãîé âåëè÷èíà èõ íå ìå-
íÿåòñÿ, è ýòî ñïðàâåäëèâî ïî àêñèîìå 1.4. Íà ÷åðòåæå (ñì. ÷åðò.
1.15(1)) ïîêàçàíû äâà óãëà BAC è EDF . Ìû ïðèâåëè îáà óãëà
ê òàêîìó ïîëîæåíèþ, ÷òî âåðøèíû (A è D) ó íèõ ñîâïàëè, ëó÷
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AB ñîâïàë ñ ëó÷îì DE, íî ëó÷ AC íå ñîâïàë ñ ëó÷îì DF : îí
ïðîõîäèò âî âíóòðåííåé îáëàñòè óãëà EDF (÷åðò. 1.15(2)). Íà
îñíîâàíèè ýòîãî ïðèíèìàåì òî, ÷òî âåëè÷èíà óãëà EDF áîëüøå
âåëè÷èíû óãëà BAC èëè ∠EDF > ∠BAC. Âû ìîæåòå ñïðîñèòü:
êàêèì ñïîñîáîì íàëîæèëè óãëû BAC è EDF íà ÷åðò. 1.15(2)?
Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî íàó÷èòüñÿ ñòðîèòü óãîë, ðàâíûé äàííîìó.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè íà ñòîðîíàõ îäíîãî óãëà îò âåðøèíû îòëî-
æèòü ïðîèçâîëüíûå îòðåçêè, è òàêèå æå îòðåçêè îòëîæèòü
îò âåðøèíû äðóãîãî óãëà, ðàâíîãî ïåðâîìó, à êîíöû îòðåçêîâ ñî-
åäèíèòü â êàæäîì óãëå ìåæäó ñîáîé, òî ñîåäèíÿþùèå îòðåçêè
áóäóò ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåêñò òåîðåìû äîñòàòî÷íî áîëüøîé: ÷òî æå
íàì òðåáóåòñÿ äîêàçàòü? Âîçüìåì äâà ðàâíûõ óãëà ñ âåðøèíàìè
B è E (÷åðò. 1.16). Íà ñòîðîíå ïåðâîãî îò âåðøèíû B ñ ïîìîùüþ

A

B

C

D

E

F

?

?

×åðòåæ 1.16. Ðàâíû ëè îòðåçêè?

öèðêóëÿ îòìåòèì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê AB. Ñ òåì æå ðàñòâî-
ðîì öèðêóëÿ îò âåðøèíû E âòîðîãî óãëà îòìåòèì îòðåçîê DE.
Îòðåçêè ðàâíû ïî ïîñòðîåíèþ. Ðàâíûå îòðåçêè îòìå÷àåì ðàâ-
íûì ÷èñëîì çàñå÷åê íà íèõ. Òàêèì æå ñïîñîáîì ïîñòðîèì ðàâíûå
îòðåçêè CB è FE íà äâóõ äðóãèõ ñòîðîíàõ ðàâíûõ óãëîâ. Íàì
òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê AC ðàâåí îòðåçêó DF . ×åðòåæ
íåìíîãî ïðîÿñíèë óñëîâèå òåîðåìû, ïîýòîìó íå ïðåíåáðåãàéòå
÷åð÷åíèåì.
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Ïî àêñèîìå 1.4 ìû ìîæåì ïåðåìåñòèòü îäèí óãîë òàê, ÷òî åãî
âåðøèíà ñîâïàäåò ñ âåðøèíîé äðóãîãî óãëà. Äâèãàåì óãîë DEF .
Ïîâåðíåì âåñü óãîë òàê, ÷òîáû ëó÷ EF ñîâïàë ñ ëó÷îì BC. Òî÷-
êà F ñîâïàäåò ñ òî÷êîé C, òàê êàê îòðåçêè BC è EF ðàâíû. Óãîë
DEF òàêæå îáðàçîâàí è ëó÷îì ED, à òàê êàê ∠DEF = ∠ABC,
òî ïî àêñèîìå 1.5 ëó÷ ED ñîâïàäåò ñ ëó÷îì BA. Òî÷êà D ñîâïà-
äåò ñ òî÷êîé A, òàê êàê îòðåçêè BA è ED ðàâíû. Çíà÷èò, òî÷êè
D è A � îäíà òî÷êà, òî÷êè F è C � îäíà òî÷êà, à ÷åðåç äâå
òî÷êè ìû ìîæåì ïðîâåñòè òîëüêî îäíó ïðÿìóþ. Îòðåçîê DF
ñîâìåñòèëñÿ ñ îòðåçêîì AC. DF = AC (àêñèîìà 1.5). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Åñëè âàì ñëîæíî ïîíÿòü äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, òî
âûïîëíèòå ñëåäóþùåå: âîçüìèòå ëèñò ïðîñâå÷èâàþùåé áóìàãè,
íàëîæèòå åãî íà ÷åðò. 1.16; ïåðåðèñóéòå êàðàíäàøîì óãëû ABC
è DEF ; íîæíèöàìè âûðåæüòå äâà óãîëêà è íàëîæèòå îäèí íà
äðóãîé. Îòðåçêè ïðîòèâ óãëîâ äîëæíû ñîâìåñòèòüñÿ. Âûðåçàíèå
íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü êàê äîêàçàòåëüñòâî, íî îíî ïðîÿñíÿåò íàì
åãî ñîäåðæàíèå.

Âîñïîëüçóåìñÿ òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìîé äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ðàâíûõ óãëîâ.

Çàäà÷à 1.9. Ïîñòðîéòå óãîë, ðàâíûé çàäàííîìó.

Ðåøåíèå. Äàí óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå A. Ïîñòàâèì íîæêó öèð-
êóëÿ íà òî÷êó A è ïðîâåäåì ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü. Îíà ïå-
ðåñå÷åò ñòîðîíû óãëà â òî÷êàõ B è C (÷åðò. 1.17). Îòðåçêè AB
è AC ðàâíû ïî ïîñòðîåíèþ, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñàìè îä-
íîé îêðóæíîñòè. Ïðîâåäåì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ. ¾Ñíèìåì¿ ñ
ïîìîùüþ öèðêóëÿ âåëè÷èíó îòðåçêà AB, ñ ýòèì æå ðàñòâîðîì
ïîñòàâèì íîæêó öèðêóëÿ íà íîâóþ ïðÿìóþ è ïðîâåäåì îêðóæ-
íîñòü òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêëà ïðÿìóþ. Ïîëó÷èì äâå òî÷êè:
òî÷êó A1 � òî÷êó, íà êîòîðîé áûëà çàêðåïëåíà íîæêà öèðêóëÿ
èëè öåíòð îêðóæíîñòè, è B1 � òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ
íîâîé ïðÿìîé. Îòðåçîê A1B1 ðàâåí îòðåçêó AB ïî ïîñòðîåíèþ.
¾Ñíèìåì¿ ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ âåëè÷èíó îòðåçêà BC. Ïîñòàâèì
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A

B

C

A1 B1

C1

×åðòåæ 1.17. Ïîñòðîåíèå óãëà, ðàâíîãî çàäàííîìó.

íîæêó öèðêóëÿ íà òî÷êó B1 è ¾ñíÿòûì¿ ðàñòâîðîì öèðêóëÿ ïðî-
âåäåì îêðóæíîñòü. Ïîëó÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíî-
ñòåé � C1. Îòðåçîê B1C1 ðàâåí îòðåçêó BC ïî ïîñòðîåíèþ, A1C1

ðàâåí AC êàê ðàäèóñû ðàâíûõ îêðóæíîñòåé. Óãîë CAB ðàâåí
óãëó C1A1B1. Ïîñòðîåíèå âûïîëíåíî.

Ïîñòîéòå, ïîñòîéòå! � âîñêëèêíèòå âû, � âàøå ïîñòðîåíèå
îñíîâàíî íà äðóãîé òåîðåìå, êîòîðàÿ äîëæíà çâó÷àòü ïðèìåð-
íî òàê: åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêè, îòëîæåííûå îò âåðøèíû
îäíîãî óãëà, ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì îòðåçêàì îòëîæåííûì îò
âåðøèíû äðóãîãî óãëà, è ðàâíû îòðåçêè, ïðîâåäåííûå ÷åðåç êîí-
öû êàæäîãî èç îòëîæåííûõ îòðåçêîâ, òî óãëû, ëåæàùèå íàïðî-
òèâ ïðîâåäåííûõ îòðåçêîâ, ðàâíû.

Ñîâåðøåííî âåðíî. Íàøå ïîñòðîåíèå îïèðàåòñÿ íà äðóãóþ
òåîðåìó. ¾Äðóãóþ¿ òåîðåìó ìû äîêàæåì ÷óòü ïîçæå, à íà ïðàê-
òèêå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ðàâ-
íûõ óãëîâ. Êñòàòè, ýòî äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííàÿ îøèáêà,
êîãäà öåïî÷êà ñóæäåíèé ïðè äîêàçàòåëüñòâå îïèðàåòñÿ íà îøè-
áî÷íî âûáðàííóþ òåîðåìó.

Çàäà÷à 1.10. Íàéäèòå ñóììó äâóõ çàäàííûõ óãëîâ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü íàì äàíû äâà óãëà (ñì. ÷åðò. 1.18). Âîçüìåì öèð-
êóëü è ïðîâåäåì äâå ðàâíûõ îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ B
è E. Ñòîðîíû óãëîâ áóäóò ïåðåñå÷åíû â òî÷êàõ F è D, C è A.
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×åðòåæ 1.18. Ñëîæåíèå äâóõ óãëîâ.

EF = ED = BC = BA ïî ïîñòðîåíèþ êàê ðàäèóñû ðàâíûõ
îêðóæíîñòåé. Ñïåðâà ïîñòðîèì óãîë, ðàâíûé ∠DEF . Äëÿ ýòî-
ãî âîñïîëüçóåìñÿ ñïîñîáîì, èçëîæåííûì â ïðåäûäóùåé çàäà÷å:
ïðîâåäåì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ, ¾ñíèìåì¿ ðàñòâîðîì öèðêóëÿ
âåëè÷èíó EF , ïîñòàâèì íîæêó öèðêóëÿ íà íîâîé ïðÿìîé, ïðî-
âåäåì îêðóæíîñòü, ïîëó÷èì îòðåçîê HI, êîòîðûé áóäåò ðàâåí
îòðåçêó EF ; ¾ñíèìåì¿ öèðêóëåì âåëè÷èíó DF , ïîñòàâèì íîæêó
öèðêóëÿ â òî÷êó I, ïðîâåäåì îêðóæíîñòü, ïîëó÷èì ìåñòî ïå-
ðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé � òî÷êó K. ∠KHI ðàâåí ∠DEF .
Îòðåçîê KH ðàâåí îòðåçêàì CB è CA ïî ïîñòðîåíèþ. ¾Ñíè-
ìåì¿ öèðêóëåì âåëè÷èíó îòðåçêà AC, ïîñòàâèì íîæêó â òî÷êó
K, ïðîâåäåì îêðóæíîñòü. Íîâàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñå÷åò ïåðâóþ
(ñ öåíòðîì â òî÷êå H) â äâóõ òî÷êàõ. Êàêóþ òî÷êó íàì âûáðàòü?
×òîáû ïîïàñòü èç òî÷êè I â òî÷êó K, äâèãàÿñü ïî ëèíèè îêðóæ-
íîñòè âíóòðè óãëà KHI, íàì íåîáõîäèìî èäòè ïðîòèâ õîäà ÷àñî-
âîé ñòðåëêè. Íàïðàâëåíèå õîäà èç òî÷êè K íå ìåíÿåì. Íàéäåì
òî÷êó G. Îòðåçîê KG ðàâåí îòðåçêó AC ïî ïîñòðîåíèþ. ∠KHG
ðàâåí ∠ABC. Íîâûé óãîë GHI ðàâåí ñóììå ∠GHK è ∠KHI,
à òàê êàê ∠KHI = ∠DEF è ∠GHK = ∠ABC, òî ∠GHK =
= ∠ABC + ∠DEF . Çàäà÷à ðåøåíà.

Çàäà÷à 1.11. Íàéäèòå ðàçíîñòü äâóõ çàäàííûõ óãëîâ.
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Ðåøåíèå. Ïðî÷òèòå ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è, â êîòîðîé ìû
íàõîäèëè ñóììó äâóõ óãëîâ. Èç òî÷êè I â òî÷êó K ìû øëè ïðî-
òèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñì. ÷åðò. 1.18), çàòåì, íå ìåíÿÿ íà-
ïðàâëåíèÿ îáõîäà, ïðèøëè èç òî÷êè K â òî÷êó G. Åñëè áû ìû
æåëàëè íàéòè ðàçíîñòü äâóõ óãëîâ, òî íàì ñòîèëî â òî÷êå K ïî-
ìåíÿòü íàïðàâëåíèå îáõîäà (èäòè â íîâóþ òî÷êó íå ïðîòèâ õîäà
÷àñîâîé ñòðåëêè, à ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè). Ìû òîãäà ïðèäåì
â òî÷êó L (ñì. ÷åðò. 1.19).

∠LHI = ∠KHI − ∠KHL = ∠DEF − ∠ABC.

A

B

C

D

E
F

H

I

K

L

×åðòåæ 1.19. Ðàçíîñòü äâóõ óãëîâ.

Ðàçíîñòü äâóõ çàäàííûõ óãëîâ äàñò íàì îòâåò íà âîïðîñ êà-
êîé óãîë áîëüøå, à êàêîé ìåíüøå. ×òîáû óçíàòü ¾íàñêîëüêî¿,
äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè èõ îáùóþ ìåðó èëè ñðàâíèòü ñ åäè-
íîé óãëîâîé ìåðîé, î êîòîðîé áóäåò ñêàçàíî äàëåå.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 5. Íà ÷åðòå-
æå 1.20 äàíû äâà óãëà. Ïåðåíåñèòå ñåáå èõ íà ëèñòîê áóìàãè,
íàéäèòå èõ ñóììó è ðàçíîñòü. Äëÿ ïåðåíåñåíèÿ óãëà äîñòàòî÷-
íî ïîñòðîèòü åìó ðàâíûé óãîë.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ïåðåñå÷åíèþ äâóõ ïðÿìûõ â îäíîé òî÷êå,
èçîáðàæåííûõ íà ÷åðòåæå 1.21(1).
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×åðòåæ 1.20. Íàéòè ñóììó è ðàçíîñòü óãëîâ.

A

B
C

D

E
1) D

A

B

C

2)
O

� COA = � DOA

×åðòåæ 1.21. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïðÿìûõ â îäíîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ñìåæíûå óãëû � ýòî äâà óãëà ñ îáùåé âåð-
øèíîé è ñòîðîíîé, ãäå äâå äðóãèå ñòîðîíû ñîñòàâëÿþò îäíó
ïðÿìóþ.

Äâå ïîëóïðÿìûå EB è EA ñîñòàâëÿþò îäíó ïðÿìóþ, ñòîðîíà
ED � îáùàÿ ñòîðîíà ó óãëîâ AED è DEB. Óãëû AED è DEB
� ñìåæíûå óãëû. Ïåðå÷èñëèì äðóãèå ñìåæíûå óãëû: ∠DEA è
∠AEC, ∠AEC è ∠CEB, ∠CEB è ∠BED. Âñåãî èìååì ÷åòûðå
ïàðû ñìåæíûõ óãëîâ. ×òî áóäåò, åñëè îäíà ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åò
äðóãóþ òàê, ÷òî â îäíîé èç ïàð ñìåæíûõ óãëîâ óãëû áóäóò ðàâíû
äðóã äðóãó (ñì. ÷åðò. 1.21(2))?

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïðÿìîé óãîë � ýòî êàæäûé èç äâóõ ðàâíûõ
ñìåæíûõ óãëîâ.

Äâå ïðÿìûå, êîòîðûå ïðè ïåðåñå÷åíèè îáðàçóþò ïðÿìûå óã-
ëû, ìû íàçûâàåì ïåðïåíäèêóëÿðíûìè. Åñëè ïðÿìàÿ AB ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ïðÿìîé CD, òî ïèøóò òàê: AB ⊥ CD. Ïåðïåíäèêóëÿð
ê äàííîé ïðÿìîé � ýòî îòðåçîê ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé äàí-
íîé ïðÿìîé, îäíèì êîíöîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
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ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ ïðÿìûõ � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà. Íà ÷åðòåæå 1.21(2)
ïîêàçàí ∠COA, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûì ñ ∠DOA, è ∠COA =
= ∠DOA. AO � ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé CD â òî÷êå O, òî÷êà
O � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà AO. Âîññòàíîâèòü ïåðïåíäèêó-
ëÿð èç òî÷êè íà äàííîé ïðÿìîé � çíà÷èò ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó
ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äàííîé, è íà ïðîâåäåííîé ïðÿìîé
îïðåäåëèòü ïåðïåíäèêóëÿð.

Çàäà÷à 1.12. Èç òî÷êè íà ïðÿìîé âîññòàíîâèòå ïåðïåíäèêó-
ëÿð ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ðàçìûøëåíèÿ. Ñëîæíàÿ çàäà÷à? Òàêèå çàäà-
÷è ìîæíî ïðîáîâàòü ðåøèòü òàê: 1) ñ÷èòàåì, ÷òî çàäà÷à ðåøåíà;
2) àêêóðàòíî âûïîëíÿåì ÷åðòåæ ðåøåííîé çàäà÷è; 3) âñïîìèíà-
åì ñâîéñòâà íà÷åð÷åííûõ ôèãóð; 4) èõ ìîæíî îáíàðóæèòü, åñëè
ïðîäëèòü ëèíèè èëè ïîñòðîèòü îêðóæíîñòè, òàê êàê ïðè íîâûõ
ïåðåñå÷åíèÿõ ¾ïðîÿâëÿþòñÿ¿ íîâûå òî÷êè; 5) åñëè ñâîéñòâà âû-
ÿâëåíû, òî ðåøàåì çàäà÷ó â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïðè ýòîì íå çà-
áûâàåì ïðîâåðÿòü òåîðåìû, íà êîòîðûå áóäåò îïèðàòüñÿ ðåøåíèå
çàäà÷è.

Ïðèâåäåì õîä ¾÷åðíîâûõ¿ ïîñòðîåíèé. Íà ÷åðòåæå 1.22 îíè
ïîêàçàíû ñëåâà. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó íà ïðÿìîé. Íàçî-
âåì åå òî÷êîé O. Ïðîâåäåì îò ðóêè ïåðïåíäèêóëÿð èç ýòîé òî÷-
êè. Âòîðîé êîíåö ïåðïåíäèêóëÿðà ïîêà íå îáîçíà÷àåì. Îòìå÷àåì
ïðÿìûå óãëû. Íà ÷åðòåæå ïðÿìîé óãîë îòìå÷àåòñÿ ¾ìàëåíüêîé
ïîäïîðêîé¿, ïðîñòàâëåííîé ïðè âåðøèíå. Ìîæíî îáîçíà÷èòü è
îäíîé äóãîé, íî ïîä íåé íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü òî÷êó. Ïî÷åìó áû
íå ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà âîêðóã òî÷êè O?
Ïðîâåäåì! Îòìåòèì òðè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ A, C è B. Îòðåçîê
CO � âîññòàíîâëåííûé ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè O ê ïðÿìîé AB.
Ïîñòðîèì îòðåçêè AC è BC. Óãëû COA è COB � ñìåæíûå è
ïðÿìûå óãëû, OA = OB = OC ïî ïîñòðîåíèþ, òîãäà ïî òåîðåìå
1.1 AC = BC. Ïîïðîáóåì ðàçâåðíóòü ðåøåíèå çàäà÷è â ïîðÿäêå,
îáðàòíîì ¾÷åðíîâûì¿ ïîñòðîåíèÿì.



28

O

O

A

C

BO O

O

O

A

A

B

C

C

B

×åðòåæ 1.22. Âîññòàíîâëåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè íà ïðÿ-
ìîé.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì âîêðóã âûáðàííîé òî÷êè O íà ïðÿìîé
îêðóæíîñòü (ñì. ÷åðò. 1.22, ñïðàâà). Îíà ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ â
äâóõ òî÷êàõ A è B, ýòè òî÷êè áóäóò ðàâíîóäàëåíû îò öåíòðà.
Ñ á�îëüøèì ðàñòâîðîì öèðêóëÿ ïðîâîäèì äâå îêðóæíîñòè îä-
íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðàìè â ïîñòðîåííûõ òî÷êàõ. Äâå ðàâíûå
îêðóæíîñòè ïåðåñåêóòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå C (îáúÿñíåíèå ýòîìó
áóäåò äàíî äàëåå). AO = BO êàê ðàäèóñû îäíîé îêðóæíîñòè,
AC = BC êàê ðàâíûå ðàäèóñû äâóõ îêðóæíîñòåé. Òî÷êè C
è O ðàâíîóäàëåíû îò òî÷åê A è B. Åñëè áû ìû äîêàçàëè òîò
ôàêò, ÷òî òî÷êè, ðàâíîóäàëåííûå îò êîíöîâ îòðåçêà, ëåæàò
íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê ýòîìó îòðåçêó, òî íàøà çàäà÷à áûëà áû
ðåøåíà. Ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò äîêà-
çàíî â òåîðåìå 1.4, ïîýòîìó óñëîâíî ïðèçí�àåì òî, ÷òî CO �
ïåðïåíäèêóëÿð ê AB â òî÷êå O.2

2Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû ïðèìåíèëè àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, èçâåñò-
íûé ñî âðåìåí ãðå÷åñêîãî ôèëîñîôà Ïëàòîíà. Ñóòü àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà
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Àêñèîìà 1.7. Âñå ïðÿìûå óãëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.3

Òåîðåìà 1.2. Ïî îäíó ñòîðîíó ïðÿìîé ÷åðåç ëþáóþ åå òî÷êó
ìîæíî ïðîâåñòè ïåðïåíäèêóëÿðíóþ åé ïðÿìóþ, è òîëüêî îäíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíû ïðÿìàÿ AB è òî÷êà O íà íåé. Òî÷êà O
ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è B (ñì. ÷åðò. 1.23). Âîññòàíîâèì ïåð-

L

A

O

B

L′
?

×åðòåæ 1.23. Ïåðïåíäèêóëÿð OL, âîññòàíîâëåííûé èç òî÷êè O
ê ïðÿìîé AB.

ïåíäèêóëÿð OL èç òî÷êè O íà ïðÿìîé AB ïî îäíó åå ñòîðîíó.
Óãëû AOL è BOL � ñìåæíûå è ïðÿìûå (∠AOL = ∠BOL). Â
òó æå ñòîðîíó, â êîòîðóþ âîññòàíàâëèâàëè ïåðïåíäèêóëÿð OL
ê ïðÿìîé AB, âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð OL′ èç òî÷êè O íà
ïðÿìîé AB òàê, ÷òî OL′ = OL. Óãëû AOL′ è BOL′ � ñìåæíûå
è ïðÿìûå (∠AOL′ = ∠BOL′).

Äîïóñòèì, ïîëóïðÿìàÿ OL′ íå ñîâïàäàåò ñ ïîëóïðÿìîé OL,
òîãäà ïðÿìîé óãîë ∠AOL′ íå ñîâìåùàåòñÿ ñ ïðÿìûì óãëîì AOL.
Òàê êàê óãëû íå ñîâìåùàþòñÿ, òî ïî àêñèîìå 1.5 ìû ìîæåì
óòâåðæäàòü, ÷òî ∠AOL′ 6= ∠AOL. Ýòî óòâåðæäåíèå ïðîòèâî-
ðå÷èò àêñèîìå 1.7. Íàøå äîïóùåíèå î òîì, ÷òî ïîëóïðÿìàÿ OL

ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåì çàäà÷ó ðåøåííîé è ÷åðòèì ôèãóðó, êî-
òîðàÿ ïðèáëèçèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàÿ åå è
ïðîâîäÿ âñïîìîãàòåëüíûå ëèíèè, èùåì íîâóþ ôèãóðó, êîòîðóþ ìû ñìîæåì
ïîñòðîèòü ïî äàííûì çàäà÷è.

3Ýòà àêñèîìà ÿâëÿåòñÿ ÷åòâåðòûì ïîñòóëàòîì â ¾Íà÷àëàõ¿ Åâêëèäà. Ëþ-
äè, èçó÷àâøèå ãåîìåòðèþ íà ïðîòÿæåíèè äâóõ òûñÿ÷ ëåò, ïðèíèìàëè ðàâåí-
ñòâî ïðÿìûõ óãëîâ çà î÷åâèäíóþ èñòèíó, è òîëüêî â XVIII âåêå íàøëè, ÷òî
ýòîò ïîñòóëàò ìîæíî âûâåñòè èç äðóãèõ àêñèîì è ïîñòóëàòîâ. Â ýòîì êóðñå
ìû íå äîêàçûâàåì ýòî óòâåðæäåíèå êàê òåîðåìó, à ïðèíèìàåì åãî çà àêñè-
îìó.
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íå ñîâïàäàåò ñ ïîëóïðÿìîé OL′ � îøèáî÷íî. Îñòàåòñÿ ïðèçíàòü,
÷òî ïîëóïðÿìàÿ OL ñîâïàäàåò ñ ïîëóïðÿìîé OL′, è òî÷êà L ñîâ-
ïàäàåò ñ òî÷êîé L′ (òàê êàê OL = OL′), à ÷åðåç äâå òî÷êè ìû
ìîæåì ïðîâåñòè òîëüêî îäíó ïðÿìóþ.4

Ïðÿìîé óãîë ïðèíèìàåòñÿ çà åäèíóþ ìåðó äðóãèõ óãëîâ. Âå-
ëè÷èíà ïðÿìîãî óãëà îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé d (ñ ôðàíö. droit �
ïðÿìîé).

Àêñèîìà 1.8. Îòðåçîê êîðî÷å âñåõ äðóãèõ ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ
åãî êîíöû.

Òåîðåìà 1.3. Âñÿêàÿ òî÷êà ïåðïåíäèêóëÿðà, âîññòàíîâëåííîãî
èç ñåðåäèíû îòðåçêà, ðàâíîóäàëåíà îò åãî êîíöîâ, à âñÿêàÿ òî÷-
êà, íå íàõîäÿùàÿñÿ íà ïåðïåíäèêóëÿðå, íå îòñòîèò íà ðàâíîì
ðàññòîÿíèè îò êîíöîâ îòðåçêà.

O

M

A B

N

D
T

×åðòåæ 1.24. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò
ñåðåäèíû îòðåçêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òî÷êè D, ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà
AB, âîññòàíîâëåí ïåðïåíäèêóëÿð DO (ñì. ÷åðò. 1.24). Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M íà ïåðïåíäèêóëÿðå DO. Òàê êàê MD =
= DM , ∠MDA è ∠MDB � ñìåæíûå è ïðÿìûå óãëû, AD = DB

4Ìû ïðèìåíèëè òàêîé ñïîñîá ðàññóæäåíèÿ, êàê äîêàçàòåëüñòâî îò ïðî-

òèâíîãî. Ïðè ýòîì ñïîñîáå äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ïðîòèâîïîëîæíîå òî-
ìó, êîòîðîå íóæíî äîêàçàòü. Ýòîò ñïîñîá íàçûâàåòñÿ åùå ïðèâåäåíèåì ê
íåâîçìîæíîñòè, òàê êàê ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê âûâîäó, îò
êîòîðîãî ñòîèò ñðàçó æå îòêàçàòüñÿ ïî ïðè÷èíå åãî íåâîçìîæíîñòè. Ê ýòî-
ìó ñïîñîáó ìû áóäåì ïðèáåãàòü è â äàëüíåéøåì.
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ïî óñëîâèþ, òî ïî òåîðåìå 1.1 AM = BM . Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû
äîêàçàíà.

×åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó T íà ïåðïåíäèêóëÿðå DO è òî÷êó
A ïðîâåäåì ïðÿìóþ. Îòìåòèì íà ïðÿìîé AT òî÷êó N , íå ëåæà-
ùóþ íà DO. NA = NT +TA, ïî àêñèîìå 1.8 NB < NT +TB. Ïî
ïåðâîé äîêàçàííîé ÷àñòè èìååì: TA = TB, çíà÷èò, NB < NT +
+ TA, òî åñòü NB < NA.

Ïåðïåíäèêóëÿð, âîññòàíîâëåííûé èç ñåðåäèíû îòðåçêà, íà-
çûâàåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì.

Òåîðåìà 1.4. (Îáðàòíàÿ òåîðåìå 1.3)5 Âñÿêàÿ òî÷êà, ðàâíî-
óäàëåííàÿ îò äâóõ êîíöîâ äàííîãî îòðåçêà, ëåæèò íà ïåðïåí-
äèêóëÿðå, âîññòàíîâëåííîì èç ñåðåäèíû îòðåçêà, à âñÿêàÿ íå
ðàâíîóäàëåííàÿ íå ëåæèò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû äîïóñòèëè îáðàòíîå, òî ïðèøëè áû
ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî òî÷êà, âçÿòàÿ âíå ïåðïåíäèêóëÿðà, âîññòà-
íîâëåííîãî èç ñåðåäèíû îòðåçêà, ðàâíîóäàëåíà îò åãî êîíöîâ, à
òî÷êà íà ïåðïåíäèêóëÿðå íå ðàâíîóäàëåíà. Ýòî çàêëþ÷åíèå ïðî-
òèâîðå÷èò òåîðåìå 1.3, òîãäà äîïóùåíèå îøèáî÷íî.

Ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ëè-
íèþ, âñå òî÷êè êîòîðîé îáëàäàþò îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì, ãî-
âîðÿò: ¾íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, îáëàäàþùèõ äàííûì
ñâîéñòâîì¿. Íàïðèìåð, îêðóæíîñòü åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
òî÷åê, îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åå òî÷êè âñåãäà ðàâíî-
óäàëåíû îò öåíòðà. Ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé ÷åðåç ñåðåäè-
íó îòðåçêà, åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò
êîíöîâ îòðåçêà.

Òåîðåìà 1.5. Ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ ðàâíà äâóì ïðÿìûì óã-
ëàì.

5Ïóñòü, A � óñëîâèå, à B � ñëåäñòâèå. Åñëè òåêñò òåîðåìû çâó÷èò êàê:
¾Åñëè âåðíî A, òî âåðíî B¿, òî òåêñò òåîðåìû îáðàòíîé çâó÷èò êàê: ¾Åñëè
âåðíî B, òî âåðíî A¿.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé îòìåòèì òî÷êè A, B
è O. Òî÷êà O ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è B. Âîññòàíîâèì ïåðïåí-
äèêóëÿð èç òî÷êè O. Îòìåòèì íà í¼ì òî÷êó L. Âî âíóòðåííåé
îáëàñòè îäíîãî èç ïðÿìûõ óãëîâ îòìåòèì òî÷êó C. ×åðåç òî÷-
êè O è C ïðîâåäåì ïðÿìóþ (ñì. ÷åðò. 1.25). Óãëû COB è COA

OA B

L
C

×åðòåæ 1.25. Ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ ðàâíà äâóì ïðÿìûì óãëàì.

� ñìåæíûå óãëû. Íàéäåì èõ ñóììó. Äîïóñòèì, ÷òî ∠COB <
< ∠LOB.
∠COB = ∠LOB − ∠LOC;
∠COA = ∠LOA+ ∠LOC;
∠COB+∠COA = (∠LOB−∠LOC)+(∠LOA+∠LOC) = ∠LOB+
+ ∠LOA = d+ d = 2d.

Ê òàêîìó æå âûâîäó ïðèäåì è ïðè óñëîâèè ∠COB > ∠LOB.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèÿ.
1) Åñëè äâà óãëà ðàâíû, òî ðàâíû è èõ ñìåæíûå óãëû.
2) Åñëè ñìåæíûå óãëû ðàçäåëåíû íà íåñêîëüêî óãëîâ, òî ñóììà
âñåõ ÷àñòåé ðàâíà äâóì ïðÿìûì óãëàì.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 6. Äàíû òðè
óãëà (ñì. ÷åðò. 1.26). Íàéäèòå èõ ñóììó.

Ðåøàÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, âû ìîãëè çàìåòèòü, ÷òî ñóììà
óãëîâ ïîëó÷èëàñü ðàâíà äâóì ïðÿìûì, è ñòîðîíà ïåðâîãî óãëà
ëåæèò íà îäíîé ïðÿìîé ñî ñòîðîíîé ïîñëåäíåãî ïðèáàâëÿåìîãî
óãëà.
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×åðòåæ 1.26. Íàéòè ñóììó óãëîâ.

Òåîðåìà 1.6. Åñëè äâà óãëà èìåþò îáùóþ âåðøèíó è îäíó îá-
ùóþ ñòîðîíó, è èõ ñóììà ðàâíà äâóì ïðÿìûì óãëàì, òî äâå
äðóãèå ñòîðîíû ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíû äâà óãëà BDA è BDC, âåðøèíû óãëîâ
ñîâïàäàþò, ñòîðîíà BD � îáùàÿ, ∠BDA+ ∠BDC = 2d.
Äîïóñòèì, ÷òî ñòîðîíû DC è DA íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Äîïîëíèì ïîëóïðÿìóþ DA äî ïðÿìîé. Ïóñêàé ëó÷ DC ′ ëåæèò
âíóòðè óãëà BDC (ñì. ÷åðò. 1.27).

Óãëû BDA è BDC ′ � ñìåæíûå óãëû. Ïî òåîðåìå î ñìåæíûõ

A
B

CC ′

D

×åðòåæ 1.27. Êîãäà ðàçäåëüíûå ñòîðîíû óãëîâ ñ îáùåé âåðøèíîé
è ñòîðîíîé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé?

óãëàõ 1.5: ∠BDA + ∠BDC ′ = 2d. Ïî óñëîâèþ íàøåé òåîðåìû:
∠BDA+ ∠BDC = 2d.

Òîãäà ∠BDA + ∠BDC ′ = ∠BDA + ∠BDC èëè ∠BDC ′ =
= ∠BDC. Ïîëóïðÿìàÿ DC ′ ñîâìåùàåòñÿ ñ ïîëóïðÿìîé DC, à
ýòî çíà÷èò, ÷òî ñòîðîíûDC èDA ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ê àíà-
ëîãè÷íîìó âûâîäó ìû ïðèäåì åñëè äîïóñòèì òî, ÷òî ëó÷ DC ′ íå
áóäåò ëåæàòü âíóòðè óãëà BDC. Òåîðåìà äîêàçàíà. Ñëåäóåò îò-
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ìåòèòü, ÷òî ýòà òåîðåìà áóäåò ñïðàâåäëèâà äëÿ ñóììû íå òîëüêî
äâóõ, íî è n óãëîâ.

Ñíîâà ïîñìîòðèì íà ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïðÿìûõ (ñì. ÷åðò.
1.28).

A

B
C

D

E

×åðòåæ 1.28. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïðÿìûõ â îäíîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Âåðòèêàëüíûå óãëû � ýòî äâà óãëà, ó êî-
òîðûõ ñòîðîíû îäíîãî ñëóæàò ïðîäîëæåíèåì ñòîðîí äðóãîãî.

Íà ÷åðòåæå 1.28 óãëû AED è CEB � âåðòèêàëüíûå. Òàêæå,
óãëû AEC è DEB � âåðòèêàëüíûå.

Òåîðåìà 1.7. Âåðòèêàëüíûå óãëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

A
B C

D
E

×åðòåæ 1.29. Âåðòèêàëüíûå óãëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñìîòðèòå íà ÷åðòåæ 1.29. Äîêàæåì, ÷òî
∠ABC = ∠DBE.
∠ABC è ∠CBE � ñìåæíûå óãëû, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 1.5
∠ABC + ∠CBE = 2d.

Òàê êàê óãëû ∠DBE è ∠CBE òàêæå ñìåæíûå, òî ñïðàâåä-
ëèâî è ýòî ðàâåíñòâî: ∠DBE + ∠CBE = 2d.
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Çíà÷èò, ∠ABC + ∠CBE = ∠DBE + ∠CBE èëè ∠ABC =
= ∠DBE.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî
ðàâåíñòâà: ∠ABD = ∠CBE.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 7. Ïîñòðîé-
òå äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå. Îáîçíà÷üòå âñå óãëû, îáðàçî-
âàííûå ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëè-
íåéêè íàéäèòå ñóììó îáîçíà÷åííûõ óãëîâ. ×åìó îíà ðàâíà?

Çàäà÷à äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 1. Ïî îäíó ñòîðîíó
ïðÿìîé AB ïîñòðîåíû óãëû AOC = 2

3d, COD = 1
12d, DOE =

= 3
4d è åùå 4 ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé óãëà. Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó

êàæäîãî èç ïîñëåäíèõ óãëîâ (ÌÅ 43.13).

Çàäà÷à äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 2. Ïîä êàêèì óãëîì
ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå, äåëÿùèå ïîïîëàì êàæäûé èç ñìåæíûõ
óãëîâ (ÌÅ 43.18)?

Çàäà÷à äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 3. Óãîë AOB
ðàçäåëåí ïîïîëàì ïðÿìîé OF . Äîêàçàòü, ÷òî ïðîäîëæåíèå
ýòîé ïðÿìîé ðàçäåëèò ïîïîëàì óãîë, âåðòèêàëüíûé äàííîìó
(ÌÅ 43.28).

Çàäà÷à äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 4. Ïîðàññóæäàéòå.
Åñëè ê ïîëîâèíå óãëà ìû äîáàâèì åãî ÷åòâåðòü è åùå äîáàâèì
âîñüìóþ ÷àñòü, è åùå äîáàâèì øåñòíàäöàòóþ ÷àñòü, è åùå
äîáàâèì òðèäöàòü âòîðóþ ÷àñòü, è òàê äî áåñêîíå÷íîñòè, òî
ñîñòàâèò ëè ñóììà âñåõ ÷àñòåé öåëûé óãîë? Ïîäñêàçêà: íàé-
äèòå â ñïðàâî÷íîé ëèòåðàòóðå, ÷åìó ðàâíà ñóììà áåñêîíå÷íîãî
ðÿäà ÷èñåë: 1

2 + 1
4 + 1

8 + 1
16 + 1

32 + ...

1.3. Ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííàÿ

Íà äàííîé ïðÿìîé AB äàíû äâå òî÷êè. Ïî ëåâóþ ñòîðîíó
îò ïðÿìîé ìû âîññòàíîâèëè ê íåé äâà ïåðïåíäèêóëÿðà èç äâóõ
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äàííûõ òî÷åê. Êàê âû äóìàåòå, âîññòàíîâëåííûå ïåðïåíäèêóëÿ-
ðû ïðè äîñòàòî÷íîì ïðîäîëæåíèè ìîãóò ïåðåñå÷üñÿ? Äîïóñòèì,
îíè ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå C (ñì. ÷åðò. 1.30). Èç òåõ æå

A

B

C

?

D

?

×åðòåæ 1.30. Ïåðïåíäèêóëÿðû, âîññòàíîâëåííûå èç äâóõ òî÷åê
íà îäíîé ïðÿìîé, ïåðåñåêóòñÿ?

òî÷åê âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿðû ê äàííîé ïðÿìîé ïî äðóãóþ
åå ñòîðîíó. Òàê êàê ïî íàøåìó äîïóùåíèþ ïåðåñåêëèñü ïåðâûå
ïåðïåíäèêóëÿðû, òî íè÷òî íå ìåøàåò ïåðåñå÷üñÿ è äâóì äðó-
ãèì ïåðïåíäèêóëÿðàì, äîïóñòèì, â òî÷êå D. Óãëû CAB è DAB
èìåþò îáùóþ âåðøèíó A, îáùóþ ñòîðîíó AB è èõ ñóììà ðàâíà
äâóì ïðÿìûì, òîãäà ïî òåîðåìå 1.6 ïîëó÷àåì, ÷òî CD � îäíà
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A; àíàëîãè÷íî ïðèõîäèì ê çà-
êëþ÷åíèþ, ÷òîDC � äðóãàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó B.
Âûõîäèò, ÷òî ÷åðåç äâå òî÷êè D è C ìû ïðîâåëè äâå ðàçëè÷íûå
ïðÿìûå, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ 1.1. Íàøå ïðåäïîëî-
æåíèå î òîì, ÷òî äâà ïåðïåíäèêóëÿðà, âîññòàíîâëåííûõ èç äâóõ
òî÷åê íà îäíîé ïðÿìîé, ïåðåñåêàþòñÿ � íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì,
ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 1.8. Äâå ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå òðåòüåé, íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî èç òî÷êè C îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð CD íà
ïðÿìóþ AB, åñëè ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êó C, ïåðåñå-
êàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå D ïîä ïðÿìûì óãëîì (ñì. ÷åðò. 1.31).
Òî÷êà D � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà CD. Ëþáîé äðóãîé îòðå-
çîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó C è òî÷êó íà ïðÿìîé AB, îòëè÷íóþ
îò òî÷êè D, íàçûâàåòñÿ íàêëîííîé. Îòðåçîê CE � íàêëîííàÿ,
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D

A

B

C

E

×åðòåæ 1.31. Ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííàÿ

îïóùåííàÿ èç òî÷êè C íà ïðÿìóþ AB. Òî÷êà E � îñíîâàíèå
íàêëîííîé CE.

Òåîðåìà 1.9. Èç òî÷êè íà ïðÿìóþ ìîæíî îïóñòèòü òîëüêî
îäèí ïåðïåíäèêóëÿð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû ìîæíî áûëî îïóñòèòü äâà è áîëüøå
ïåðïåíäèêóëÿðîâ, òî ïîëó÷èëîñü áû, ÷òî äâå ïðÿìûå, ïåðïåí-
äèêóëÿðíûå òðåòüåé ïðÿìîé, ïåðåñåêàþòñÿ, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
äîêàçàííîé òåîðåìå 1.8.

Òåîðåìà 1.10. Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç òî÷êè íà ïðÿ-
ìóþ, êîðî÷å âñÿêîé íàêëîííîé, îïóùåííîé èç òîé æå òî÷êè íà
òó æå ïðÿìóþ.

A B

C

D

F

E

×åðòåæ 1.32. Ïåðïåíäèêóëÿð êîðî÷å âñÿêîé íàêëîííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ïðÿìóþ AB èç òî÷êè C îïóñòèì ïåðïåí-
äèêóëÿð ñ îñíîâàíèåì â òî÷êå D è íàêëîííóþ ñ îñíîâàíèåì â
òî÷êå E (ñì. ÷åðò. 1.32). Ïðîäëèì CD è îòìåòèì òî÷êó F òàê,
÷òî CD = DF . Ñîåäèíèì òî÷êó F ñ òî÷êîé E. ∠FDE = ∠CDE,
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òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûì ñ ïðÿìûì óãëîì, CD = DF ïî ïî-
ñòðîåíèþ, DE � îáùèé îòðåçîê, òîãäà ïî òåîðåìå 1.1 CE = FE.
Ïî àêñèîìå 1.8 CF < CE + FE.
1
2CF < 1

2 · (CE + FE). 1
2CF = CD, à ïîëîâèíà ñóììû äëèí íà-

êëîííûõ: 1
2 · (CE + FE) = 2

2 ·CE = CE. Â èòîãå: CD < CE.

Îáðàòíî. Åñëè íåêèé îòðåçîê OB åñòü íàèìåíüøèé îòðåçîê, êî-
òîðûé ìîæíî ïðîâåñòè èç òî÷êè O ê AC, òî ïðÿìàÿ OB ïåðïåí-
äèêóëÿðíà AC (ñì. ÷åðò. 1.33). Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî ìû
ìîãëè áû èç òî÷êè O îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿð, êîòîðûé ïî òåî-
ðåìå 1.10 äîëæåí áûòü ìåíüøå ëþáîãî äðóãîãî îòðåçêà. Ìåæ-
äó òåì, ìû óñëîâèëèñü, ÷òî OB � íàèìåíüøèé îòðåçîê, òîãäà
OB ⊥ AC. Íà ýòîì îñíîâàíèè, çà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿ-
ìîé ïðèíèìàåòñÿ äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè
íà ïðÿìóþ.

A C

O

B

?

×åðòåæ 1.33. Åñëè íàèìåíüøèé, òî ïåðïåíäèêóëÿðåí?

Çàäà÷à 1.13. Äàíû ïðÿìàÿ è òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà íåé. Îïó-
ñòèòå ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè íà ïðÿìóþ.

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì, ÷òî çàäà÷à ðåøåíà. Ïåðïåíäèêóëÿð îïóùåí,
òîãäà îò îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, ïî îáå åãî ñòîðîíû, ìîæåì
îòìåòèòü ðàâíûå îòðåçêè. Êîíöû ýòèõ îòðåçêîâ ïî òåîðåìå 1.3
áóäóò ðàâíîóäàëåíû îò ëþáîé òî÷êè ïåðïåíäèêóëÿðà.

Ñòàâèì íîæêó öèðêóëÿ íà äàííóþ òî÷êó è ïðîâîäèì îêðóæ-
íîñòü òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêàëà ïðÿìóþ â äâóõ òî÷êàõ. Ýòî
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âîçìîæíî ïî àêñèîìå 1.6. Èç êàæäîé íîâîé òî÷êè, ñ ðàñòâî-
ðîì öèðêóëÿ, á�îëüøèì äëèíû ïîñòðîåííîãî îòðåçêà, ïðîâîäèì
ïî îêðóæíîñòè. Îíè ïåðåñåêóòñÿ (ýòî ôàêò áóäåò äîêàçàí äàëåå).
Íàõîäèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ è
çàäàííàÿ òî÷êà ðàâíîóäàëåíû îò êîíöîâ îòðåçêà ïî ïîñòðîåíèþ,
ïî òåîðåìå 1.4 îíè ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿðå. Ïðîâîäèì ïðÿìóþ
÷åðåç äàííóþ òî÷êó è ïîñòðîåííóþ òî÷êó (ñì. ÷åðò. 1.34). Íàõî-

A

×åðòåæ 1.34. Îïóñêàåì ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè íà ïðÿìóþ.

äèì îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà. Ïåðïåíäèêóëÿð ïîñòðîåí.

Çàäà÷à 1.14. Ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê ðàçäåëèòü ïîïîëàì (íàé-
òè ñåðåäèíó îòðåçêà).

Ðåøåíèå. Îò íàñ òðåáóþò íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå íàéòè òî÷êó,
ðàâíîóäàëåííóþ îò åãî êîíöîâ. Çäåñü íàì ïðèãîäÿòñÿ òå ñàìûå
òåîðåìû è àêñèîìû, íà êîòîðûå îïèðàëîñü ðåøåíèå ïðîøëîé çà-
äà÷è. Åäèíñòâåííîå, íàì íå äàíà òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïåðïåíäè-
êóëÿðå. Íå ñòðàøíî, âåäü íàì èçâåñòíû åå ñâîéñòâà. Îíà ðàâíî-
óäàëåíà îò êîíöîâ îòðåçêà. Ïîñòðîèì åå ñ ïîìîùüþ äâóõ ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé îäíîãî ðàäèóñà ñ öåíòðàìè â êîíöàõ
îòðåçêà. Âòîðóþ òî÷êó ïîñòðîèì àíàëîãè÷íî ïåðâîé, íî áóäåì
èñïîëüçîâàòü îêðóæíîñòè äðóãîãî ðàäèóñà. Ìû ïîñòðîèëè äâå
òî÷êè, ðàâíîóäàëåííûå îò êîíöîâ îòðåçêà, à äâå òî÷êè âïîëíå
îïðåäåëÿþò ïðÿìóþ. Ïðîâåäÿ ïðÿìóþ ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè, íàé-
äåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ çàäàííûì îòðåçêîì. Ìû îïóñòèëè ïåð-
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ïåíäèêóëÿð íà çàäàííûé îòðåçîê, êîòîðûé äåëèò åãî ïîïîëàì
(ñì. íà ÷åðò. 1.35).

B C

×åðòåæ 1.35. Äåëåíèå îòðåçêà BC ïîïîëàì.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 8. Ïðîèç-
âîëüíûé îòðåçîê ðàçäåëèòå íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè. Ïîä-
ñêàçêà: ñíà÷àëà ðàçäåëèòå åãî íà äâå ÷àñòè, à ïîòîì êàæäóþ
ïîëîâèíêó ïîïîëàì.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 9. Ïðîâåñòè
îêðóæíîñòü ÷åðåç äâå äàííûå òî÷êè äàííûì ðàäèóñîì. Ïîëî-
æåíèå òî÷åê è âåëè÷èíó ðàäèóñà çàäàéòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 10. Äàí îò-
ðåçîê a, ðàâíûé ñóììå îòðåçêîâ AB è CD. Äàí îòðåçîê b, ðàâ-
íûé ðàçíîñòè îòðåçêîâ AB è CD (ñì. ÷åðò. 1.36). Ïîñòðîéòå

ab

×åðòåæ 1.36. Ñóììà è ðàçíîñòü äâóõ îòðåçêîâ.

îòðåçêè AB è CD. Åñëè âû îêàçàëèñü â çàòðóäíåíèè, òî ïîäó-
ìàéòå, êàêîé âåëè÷èíå ðàâíà ðàçíîñòü äâóõ ðàâíûõ îòðåçêîâ?
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1.4. Âçàèìíîå ïîëîæåíèå îêðóæíîñòåé,

ïðÿìîé è îêðóæíîñòè

Òåîðåìà 1.11. Äâå îêðóæíîñòè íå ìîãóò èìåòü òðè îáùèå
òî÷êè. Åñëè äâå îêðóæíîñòè èìåþò õîòü îäíó îáùóþ òî÷êó
âíå ëèíèè öåíòðîâ ýòèõ îêðóæíîñòåé, òî îíè èìåþò è äðóãóþ
îáùóþ òî÷êó ïî äðóãóþ ñòîðîíó ëèíèè öåíòðîâ, è òîëüêî îäíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðà-
ìè â òî÷êàõ O è O1 èìåþò òðè îáùèå òî÷êè A, B è C (ñì. ÷åðò.
1.37(1)). OA = OB = OC êàê ðàäèóñû îäíîé îêðóæíîñòè, è
O1A = O1B = O1C êàê ðàäèóñû äðóãîé îêðóæíîñòè. Ïî òåîðåìå
1.4 òî÷êè O è O1 îäíîâðåìåííî ëåæàò íà äâóõ ñåðåäèííûõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðàõ, âîññòàíîâëåííûõ ê îòðåçêàì AB è BC, à òàê êàê
äâå ïðÿìûå, íà êîòîðûõ ëåæàò ïåðïåíäèêóëÿðû, ìîãóò èìåòü
òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó, òî òî÷êè O è O1 � îäíà òî÷êà. Ïî
îïðåäåëåíèþ 1.3 îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O è O1 � îä-
íà îêðóæíîñòü, òàê êàê òî÷êè, îïðåäåëÿþùèå ýòè îêðóæíîñòè,
ñîâìåùåíû.

Äàíû äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O è O1. Ïðÿ-
ìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòðû äâóõ îêðóæíîñòåé, ìû íàçûâà-
åì ëèíèåé öåíòðîâ. OO1 � ëèíèÿ öåíòðîâ, òî÷êà I � òî÷êà,
ïðèíàäëåæàùàÿ îáåèì îêðóæíîñòÿì. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò äðóãàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ îáåèì îêðóæíîñòÿì
ïî äðóãóþ ñòîðîíó ëèíèè öåíòðîâ, íóæíî íàéòè åå è äîêàçàòü,
÷òî îíà åäèíñòâåííàÿ (ñì. ÷åðò. 1.37(2)).

Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð ID èç îáùåé òî÷êè I íà ëèíèþ öåí-
òðîâ OO1. Ïðîäëèì îòðåçîê ID. Îò òî÷êè D ïî äðóãóþ ñòîðîíó
ëèíèè öåíòðîâ îòëîæèì îòðåçîê DI ′, ðàâíûé ID. IO1 = I ′O1 è
IO = I ′O ïî òåîðåìå 1.3, òàê êàê îòðåçêè O1D è OD � ñåðå-
äèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêó II ′. Òàê êàê òî÷êà I ′ óäàëåíà
îò öåíòðà O íà òî æå ðàññòîÿíèå, ÷òî è òî÷êà I, òî îíà ëåæèò
íà ëèíèè îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Àíàëîãè÷íî òî÷êà
I ′ ëåæèò è íà ëèíèè îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O1. Òî÷êà
I ′ � âòîðàÿ îáùàÿ òî÷êà äâóõ îêðóæíîñòåé ïî äðóãóþ ñòîðîíó
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O O1

I

D

I ′

A

B

C

B′

M

AM = MC

O

O1

A

B

C1) 2) 3)

×åðòåæ 1.37. 1) Ìîãóò ëè äâå îêðóæíîñòè èìåòü òðè îáùèå òî÷-
êè? 2) Äâå îáùèõ òî÷êè ïî îáå ëèíèè öåíòðîâ. 3) Äåëåíèå îòðåç-
êà AC ïîïîëàì.

ëèíèè öåíòðîâ, à òàê êàê äâå îêðóæíîñòè íå ìîãóò èìåòü òðè
îáùèå òî÷êè, òî îíà åäèíñòâåííàÿ.

Ñëåäñòâèå. Äâå îêðóæíîñòè íå ìîãóò èìåòü äâå îáùèå òî÷êè ïî
îäíó ñòîðîíó ëèíèè öåíòðîâ.

Åñëè îêðóæíîñòè èìåþò äâå îáùèå òî÷êè, òî ìû ãîâîðèì,
÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ â ýòèõ òî÷êàõ.

Îïèðàÿñü íà òåîðåìó 1.11, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì
ñïîñîáîì ïîèñêà ñåðåäèíû îòðåçêà. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî
èç äâóõ êîíöîâ çàäàííîãî îòðåçêà ïðîâåñòè îêðóæíîñòè îäíîãî
ðàäèóñà òàê, ÷òîáû îíè ïåðåñåêàëèñü. Ïî òåîðåìå 1.4 òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ äâóõ ðàâíûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà äâóõ ñåðåäèííûõ
ïåðïåíäèêóëÿðàõ, ïðîâåäåííûõ ê äàííîìó îòðåçêó. Òàê êàê ó îò-
ðåçêà ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà ñåðåäèíà, òî ïî òåîðåìå 1.6 ñåðå-
äèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà îòðåçîê,
êîíöû êîòîðîãî ëåæàò â ìåñòàõ ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíûõ îêðóæíî-
ñòåé, äåëèò çàäàííûé îòðåçîê ïîïîëàì (ñì. ÷åðò. 1.37(3)).

Àêñèîìà 1.9. Åñëè ëèíèÿ îäíîé îêðóæíîñòè ïðîõîäèò ÷åðåç
äâå òî÷êè, è îäíà èç íèõ ëåæèò âíóòðè äðóãîé îêðóæíîñòè,
à äðóãàÿ � íåò, òî îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
îêðóæíîñòåé (cì. ÷åðò. 1.38). Îáîçíà÷èì öåíòð îäíîé îêðóæ-



43

íîñòè êàê O, à äðóãîé � O1, ëèíèÿ öåíòðîâ � OO1. Äèàìåòð
ïåðâîé îêðóæíîñòè, êîòîðûé ëåæèò íà ëèíèè öåíòðîâ, îáîçíà-
÷èì êàê AB, òîãäà AO = BO; äèàìåòð âòîðîé îêðóæíîñòè,
ëåæàùèé íà ëèíèè öåíòðîâ, � A1B1, òîãäà A1O1 = B1O1.

1. Îòðåçîê A1B1 ïîëíîñòüþ ëåæèò âíóòðè îòðåçêà AB, ïðè-

A B

A1 B1

O

O1

A

A1 O1

B(B1)O

I

I

A BO

B1A1 O1

A O

O1 B1

B(A1)

I

I

O

O1 B1A1

A
B

I

1)

2)

4)

5)

6)

×åðòåæ 1.38. Ëèíèÿ öåíòðîâ è âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îòðåçêîâ
äèàìåòðîâ îêðóæíîñòåé.

÷åì òàê, ÷òî êîíöû îòðåçêîâ íå ñîâïàäàþò, çíà÷èò, OB > O1B1.
Îêðóæíîñòè èìåþò îáùèå òî÷êè?

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáùàÿ òî÷êà I äâóõ îêðóæíîñòåé.
Òîãäà OI < OO1 + O1I, òàê êàê îòðåçîê âñåãäà êîðî÷å ëþáîé
ëèíèè ñîåäèíÿþùåé åãî êîíöû (àêñèîìà 1.8). OI = OB � ðàäèóñ
îäíîé îêðóæíîñòè, O1I = O1B1 � ðàäèóñ äðóãîé îêðóæíîñòè.
Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: OB < OO1 + O1B1 èëè
OO1 > OB −O1B1. Ïî óñëîâèþ OB > O1B1, òîãäà âåðíî ðàâåí-
ñòâî OB = OO1 + O1B1 + B1B èëè OB − O1B1 = OO1 + B1B.
Èç íåðàâåíñòâà OO1 > OB − O1B1 è ðàâåíñòâà OB − O1B1 =
= OO1 + B1B ïîëó÷àåì, ÷òî OO1 > OO1 + B1B. Ìû ïðèøëè ê
íåëåïîìó âûâîäó. Çíà÷èò, îêðóæíîñòè îáùèõ òî÷åê íå èìåþò.

2. Îòðåçîê A1B1 ñîâïàäàåò òîëüêî îäíèì èç ñâîèõ êîíöîâ ñ
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ëþáûì êîíöîì îòðåçêà AB (ïóñêàé ýòî áóäåò òî÷êà B), à äðóãîé
êîíåö ëåæèò âíóòðè îòðåçêà AB. Î÷åâèäíî, ÷òî ó îêðóæíîñòåé
åñòü îäíà îáùàÿ òî÷êà B(B1), êîòîðàÿ ëåæèò íà ëèíèè öåíòðîâ
OO1. Åñòü ëè âòîðàÿ îáùàÿ òî÷êà I? Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ êàê
è äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, ìû ïðèäåì ê òîìó, ÷òî OB < OO1+O1B1,
à ïî íàøåìó óñëîâèþ OB = OO1 + O1B1. Ìû ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, îêðóæíîñòè èìåþò òîëüêî îäíó îáùóþ
òî÷êó íà ëèíèè öåíòðîâ è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âåðíî ðàâåíñòâî:
OB = OO1 +O1B1 èëè OO1 = OB −O1B1.

3. Îòðåçêè A1B1 è AB ïîëíîñòüþ ñîâìåùàþòñÿ, òîãäà
îêðóæíîñòè ñîâìåùàþòñÿ.

4. Îäèí êîíåö îòðåçêà A1B1 ëåæèò íà îòðåçêå AB, à äðóãîé
ëåæèò ñíàðóæè îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ñîãëàñíî
àêñèîìå 1.9 îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, à ïî òåîðåìå 1.11 ñó-
ùåñòâóþò äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé. Ðàññìîòðèì
îäíó èç íèõ, òî÷êó I. Çäåñü âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:
OO1 < OI + O1I èëè OO1 < OB + O1B1 ïî àêñèîìå 1.8. Òàêæå
âåðíî íåðàâåíñòâî OI < OO1 + O1I èëè OO1 > OB − O1B1 ïî
òîé æå àêñèîìå.

5. Îòðåçêè èìåþò òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó B (îíà æå
òî÷êà A1) íà ëèíèè öåíòðîâ OO1. Ìîãóò ëè îêðóæíîñòè èìåòü
äâå îáùèå òî÷êè? Äîïóñêàåì ñóùåñòâîâàíèå âòîðîé òî÷êè I.
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ, ìû ïðèäåì ê òîìó,
÷òî OO1 < OI + O1I èëè OO1 < OB + O1A1. Ýòî äîïóùåíèå
îøèáî÷íî, òàê êàê ïî óñëîâèþ OO1 = OB + O1A1. Çíà÷èò,
îêðóæíîñòè èìåþò òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó íà ëèíèè öåíòðîâ,
è óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîé òî÷êè: OO1 = OB +OB1.

6. Îòðåçêè AB è A1B1 íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îêðóæíîñòè èìåþò îáùóþ òî÷êó I, òîãäà áóäåò âåðíî íåðà-
âåíñòâî: OO1 < OI +O1I. Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïî óñëîâèþ
OO1 > OI + O1I, à ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî OB = OI è O1A1 = O1I,
ïîëó÷àåì: OO1 > OB +O1A1. Çíà÷èò, îêðóæíîñòè îáùèõ òî÷åê
íå èìåþò.

Îáîçíà÷èì ðàäèóñ á�îëüøåé îêðóæíîñòè OB êàê R, ðàäèóñ
ìåíüøåé îêðóæíîñòè O1B1 êàê r, ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè
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äâóõ îêðóæíîñòåé OO1 êàê l. Îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, êîãäà:{
l < R+ r

l > R− r
(1.1)

Îêðóæíîñòè èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó íà ëèíèè öåíòðîâ (êàñà-
þòñÿ), êîãäà:

l = R+ r èëè l = R− r. (1.2)

Òàê êàê ìû ðàññìîòðåëè âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ðàñïîëîæå-
íèÿ îêðóæíîñòåé, òî áóäóò ñïðàâåäëèâû è îáðàòíûå óòâåðæäå-
íèÿ. Íå ïûòàéòåñü ¾çàçóáðèòü¿ ïðåäûäóùèå âûêëàäêè. Äëÿ íàñ
âàæåí ðåçóëüòàò â ôîðìóëàõ 1.1 è 1.2. Âûêëàäêè îïèðàëèñü íà
àêñèîìû 1.8 è 1.9.

a) b)

×åðòåæ 1.39. Ïðèìåðû ïåðåñåêàþùèõñÿ (a) è êàñàþùèõñÿ (b)
îêðóæíîñòåé.

Òåîðåìà 1.12. Åñëè ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî
ïðÿìîé áîëüøå ðàäèóñà, òî ïðÿìàÿ ëåæèò çà ëèíèåé îêðóæíî-
ñòè; åñëè ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé ìåíü-
øå ðàäèóñà � ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññòîÿíèå OM îò öåíòðà
îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé áîëüøå ðàäèóñà (ñì. ÷åðòåæ 1.40). Ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé � ýòî ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé
èç òî÷êè íà ïðÿìóþ. Ëþáàÿ òî÷êà íà ïðÿìîé, íàïðèìåð Q,
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áóäåò îñíîâàíèåì íàêëîííîé. À òàê êàê ïåðïåíäèêóëÿð êîðî÷å
íàêëîííîé ïî òåîðåìå 1.10, òî âñå òî÷êè ïðÿìîé MQ áóäóò
íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè, ïðåâûøàþùåì ðàäèóñ îêðóæíîñòè.
Çíà÷èò, îêðóæíîñòü c öåíòðîì O è ïðÿìàÿ MQ îáùèõ òî÷åê íå
èìåþò.

Åñëè ðàññòîÿíèå OD ê äðóãîé ïðÿìîé ìåíüøå ðàäèóñà
îêðóæíîñòè, òî òî÷êà D íàõîäèòñÿ âíóòðè îêðóæíîñòè. Ïîýòî-
ìó ïðÿìàÿ CE ïåðåñå÷åò îêðóæíîñòü â äâóõ òî÷êàõ (ïî àêñèîìå
1.6).

O

M

Q

D

C

E

×åðòåæ 1.40. Ïîëîæåíèÿ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè � ýòî ïðÿìàÿ,
èìåþùàÿ ñ îêðóæíîñòüþ òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó.

Òåîðåìà 1.13. Êàñàòåëüíàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ðàäèóñó, ïðî-
âåäåííîìó â òî÷êó êàñàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ MN � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè â
òî÷êå A. A � òî÷êà êàñàíèÿ (ñì. ÷åðò. 1.41). Êàêóþ áû òî÷êó B
ìû íå âçÿëè íà ïðÿìîé MN , OA áóäåò ìåíüøå OB, òàê êàê OA
ðàâåí ðàäèóñó îêðóæíîñòè, à âñå îñòàëüíûå òî÷êè íàMN ëåæàò
çà ëèíèåé îêðóæíîñòè. OA � êðàò÷àéøèé îòðåçîê, êîòîðûé ìî-
æåò ñîåäèíÿòü öåíòð îêðóæíîñòè è òî÷êó íà ïðÿìîé MN . Ïî
òåîðåìå, îáðàòíîé 1.10: OA ⊥MN .
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O

M N

A B

×åðòåæ 1.41. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè.

Òåîðåìà 1.14. Ïåðïåíäèêóëÿð, âîññòàíîâëåííûé ê ðàäèóñó â
êîíå÷íîé åãî òî÷êå íà îêðóæíîñòè, ëåæèò íà êàñàòåëüíîé ê
îêðóæíîñòè â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü OA � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, MA è NA
� ïåðïåíäèêóëÿðû, âîññòàíîâëåííûå ê ðàäèóñó OA ïî îáå åãî
ñòîðîíû â òî÷êå A (ñì. ÷åðò. 1.41). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó B. OB � íàêëîííàÿ, îïóùåííàÿ èç òî÷êè O. Ïî òåîðåìå 1.10:
êàêóþ áû òî÷êó B ìû íå âçÿëè, âñåãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
OB > OA, çíà÷èò, ìû íå íàéäåì òàêîé âòîðîé òî÷êè, ÷òîáû îò-
ðåçîê OB áûë ðàâåí ðàäèóñó îêðóæíîñòè. ∠OAM+∠OAN = 2d,
ñòîðîíà OA ó ýòèõ óãëîâ îáùàÿ, ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿðû MA
è NA ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé MN . Ïðÿìàÿ MN èìååò ñ îêðóæ-
íîñòüþ òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé
ê íåé.

Ñëåäñòâèÿ äîêàçàòåëüñòâ òðåõ ïðåäûäóùèõ òåîðåì:
1) Ê äàííîé òî÷êå íà îêðóæíîñòè ìîæíî ïðîâåñòè òîëüêî îäíó
êàñàòåëüíóþ;
2) Ïðÿìàÿ áóäåò êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, åñëè ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà îêðóæíîñòè ê ïðÿìîé ðàâíî ðàäèóñó, è îáðàòíî;
3) Ïðÿìàÿ íå ìîæåò èìåòü ñ îêðóæíîñòüþ áîëåå äâóõ îáùèõ
òî÷åê.

Êîíòðîëüíîå óïðàæíåíèå 1. 6

1. Íàéäèòå îáùóþ ìåðó äâóõ äàííûõ îòðåçêîâ, ñì. ÷åðò.

6Íå ïåðåõîäèòå ê èçó÷åíèþ ñëåäóþùèõ òåì, ïîêà ñàìîñòîÿòåëüíî íå ðå-
øèòå âñå çàäàíèÿ â ýòîì óïðàæíåíèè.
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1.42(1).
2. Íàéäèòå ñóììó è ðàçíîñòü äàííûõ óãëîâ, ñì. ÷åðò. 1.42(2).
3. Ïðîèçâîëüíûå ïðÿìûå AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E.
Êàêîé âåëè÷èíå ðàâíà ñóììà óãëîâ: ∠AEC +∠CEB +∠BED+
+ ∠DEA?
4. Äàí ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê AB. Ïðèíèìàÿ AB çà äèàìåòð
îêðóæíîñòè, íà÷åðòèòå ëèíèþ îêðóæíîñòè.
5. Äàíû ïðÿìàÿ è òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà íåé. Ïîñòðîéòå
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â äàííîé òî÷êå òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ
áûëà êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè.
6. Â ýòîì çàäàíèè îáÿçàòåëüíî îòëîæèòå ëèíåéêó. Åãî
íóæíî ðåøàòü òîëüêî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è íå íà áóìàãå â
êëåòî÷êó. Èòàê, äàíû äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè. Ïîñòðîèòü
òðåòüþ òî÷êó òàê, ÷òîáû âñå òðè ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé.
Ëèíåéêîé ìîæåòå òîëüêî ïðîâåðèòü ðåçóëüòàò.
7. Åñëè äâå îêðóæíîñòè èìåþò îáùóþ òî÷êó íà ëèíèè

1) 2)

×åðòåæ 1.42. Ê êîíòðîëüíîìó óïðàæíåíèþ 1.

öåíòðîâ, òî îíè èìåþò â ýòîé òî÷êå îáùóþ êàñàòåëüíóþ.
Äîêàæèòå.

1.5. Òðåóãîëüíèê. Áèññåêòðèñà

Äàíû òðè òî÷êè A, B è C, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé (ñì.
÷åðò. 1.43). Ïðîâåäåì îòðåçêè AB, BC, AC. Ìû ïîñòðîèëè ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ ôèãóðó, êîòîðóþ íàçûâàåì òðåóãîëüíèêîì. Ïèøåì
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A

B

C A

B

C

×åðòåæ 1.43. Ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê.

¾òðåóãîëüíèê ABC¿ èëè 4ABC. Îòðåçêè AB, BC è AC � ñòî-
ðîíû òðåóãîëüíèêà; ∠BAC, ∠ABC, ∠ACB � åãî òðè óãëà.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Òðåóãîëüíèê � ýòî ïëîñêàÿ çàìêíóòàÿ ôè-
ãóðà, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà òðåìÿ ïðÿìûìè.

Ïëîñêîé çàìêíóòîé ïðÿìîëèíåéíîé ôèãóðîé íàçûâàåì ÷àñòü
ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííóþ ñî âñåõ ñòîðîí ïðÿìûìè. Ó êàæäîé çà-
ìêíóòîé ïðÿìîëèíåéíîé ôèãóðû íà ïëîñêîñòè áóäåò ñòîëüêî óã-
ëîâ, ñêîëüêî ñòîðîí. Ïîýòîìó ôèãóðó, îãðàíè÷åííóþ òðåìÿ ñòî-
ðîíàìè, íàçûâàþò òðåóãîëüíèêîì.

Ýëåìåíòû òðåóãîëüíèêà � òðè ñòîðîíû è òðè óãëà. Âåðøè-
íû òðåõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà � ýòî âåðøèíû òðåóãîëüíèêà. Òðå-
óãîëüíèê âïîëíå è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí, åñëè îïðåäåëåíû åãî
âåðøèíû. Ñòîðîíû è óãëû òðåóãîëüíèêà íàõîäÿòñÿ â íåêîòîðûõ
ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ñîáîé, è ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîñòàâëÿþò ñâîé-
ñòâà ôèãóðû. Ïîïðîáóåì âûÿâèòü ýòè ñâîéñòâà.

Ïî àêñèîìå 1.8 AC < AB + BC. Ýòî æå ìû ìîæåì ñêàçàòü
î ñòîðîíå AB: AB < AC + BC. Óñëîâèâøèñü, ÷òî AB > BC,
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàïèøåì òàê: AC > AB−BC. Åñëè AB =
= a, BC = b, AC = c è a > b:{

c < a+ b

c > a− b

Ïîëó÷åíî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ èëè âîçìîæíîñòè ëþáîãî
òðåóãîëüíèêà. Ìû õîòèì ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ïî òðåì çàäàí-
íûì ñòîðîíàì, ïîìîæåò ëè íàì ýòî óñëîâèå? Ñîïîñòàâèì òîëüêî
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÷òî íàéäåííîå óñëîâèå ñ ôîðìóëîé 1.1 íà ñòð. 45, êîòîðàÿ ðàñ-
êðûâàåò óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé:{

c < a+ b

c > a− b
è

{
l < R+ r

l > R− r

Ñòîèò òîëüêî ïðèíÿòü äëèíó îäíîé ñòîðîíû çà ðàññòîÿíèå
ìåæäó öåíòðàìè äâóõ îêðóæíîñòåé, äëèíó âòîðîé ñòîðîíû � çà
ðàäèóñ îäíîé îêðóæíîñòè, äëèíó òðåòüåé � çà ðàäèóñ äðóãîé
îêðóæíîñòè, òîãäà â ìåñòå ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ïîëó÷èì
òðåòüþ òî÷êó (ïåðâûå äâå òî÷êè � öåíòðû äâóõ îêðóæíîñòåé).
Ïî òðåì òî÷êàì ïîñòðîèì òðåóãîëüíèê.

Çàäà÷à 1.15. Ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ïî òðåì çàäàííûì ñòî-
ðîíàì (ñì. ÷åðò. 1.44).

a

b

c

A

B

C
a

b c

×åðòåæ 1.44. Ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíèêà ïî òðåì çàäàííûì ñòî-
ðîíàì.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ. Öèðêóëåì ¾ñíè-
ìåì¿ âåëè÷èíó a è íà ïðîâåäåííîé ïðÿìîé ïîñòðîèì îòðåçîê
AC. AC = a. Èç öåíòðà A ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ðàäèóñîì b. Èç
öåíòðà C ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ðàäèóñîì c. Íàõîäèì òî÷êó B â
ìåñòå ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííûõ îêðóæíîñòåé. AB = b, BC = c.
Ïîñòðîåíèå âûïîëíåíî.

Ìîãëî ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî îêðóæíîñòè íå ïåðåñåêëèñü áû,
çíà÷èò, íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà
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(èëè óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé), èíûìè ñëîâàìè, òðå-
óãîëüíèê ñ çàäàííûìè ñòîðîíàìè íå ñóùåñòâóåò. Õîðîøî, à åñëè
ìû ïîñòðîèì äâà òðåóãîëüíèêà ñ îäíèìè è òåìè æå ñòîðîíàìè,
òðåóãîëüíèêè áóäóò ðàâíû? Ãåîìåòðèÿ îòâå÷àåò íà ñâîè âîïðîñû
äîêàçàòåëüñòâàìè. Äîêàæåì íàøå ïðåäïîëîæåíèå!

Òåîðåìà 1.15. Åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû
ïîðîçíü òðåì ñòîðîíàì äðóãîãî, òî òðåóãîëüíèêè ðàâíû.7

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, íàì äàí òðåóãîëüíèê ABC (ñì. ÷åðò.
1.45). Ñóùåñòâóåò òàêîé òðåóãîëüíèê A1B1C1, ÷òî AB =

B

B1?A(A1) C(C1)

×åðòåæ 1.45. Ê ¾òðåòüåìó¿ ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ.

= A1B1, BC = B1C1, AC = A1C1. Íàëîæèì îäèí òðåóãîëüíèê
íà äðóãîé òàê, ÷òîáû òî÷êè A è A1 ñîâìåñòèëèñü, òî÷êà C1

ñîâìåñòèëàñü ñ òî÷êîé C (ýòî âîçìîæíî, òàê êàê AC = A1C1), à
òî÷êà B1 ëåæàëà ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AC âìåñòå ñ òî÷êîé
B. Äîïóñòèì, òî÷êè B è B1 íå ñîâïàäàþò. Åñëè ïðèìåì AC çà
ëèíèþ öåíòðîâ äâóõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ A è C è
ðàäèóñàìè AB = A1B1 è BC = B1C1 ñîîòâåòñòâåííî, òî âûõî-
äèò, ÷òî äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ ðàçíûõ òî÷êàõ ïî
îäíó ñòîðîíó îò ëèíèè öåíòðîâ. Ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 1.11 ýòî
íåâîçìîæíî. Òî÷êà B1 òîãäà ñîâïàäåò ñ òî÷êîé B, îòðåçêè AB
è A1B1 ñîâìåñòÿòñÿ (òàê êàê ÷åðåç äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè
òîëüêî îäíó ïðÿìóþ), îòðåçêè CB è C1B1 òàêæå ñîâìåñòÿòñÿ.
Òðåóãîëüíèêè ñîâìåñòÿòñÿ, çíà÷èò, îíè ðàâíû.

Ñëåäñòâèå. Â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ íàïðîòèâ ñîîòâåòñòâåííî
ðàâíûõ ñòîðîí ëåæàò ðàâíûå óãëû. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ âåñüìà ïðî-

7¾Òðåòèé¿ ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ.
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ñòî: ïðè íàëîæåíèè ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ, óãëû ñîâìåñòÿòñÿ.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ òîé ñàìîé òåîðåìîé, êîòîðîé
íàì íå õâàòàëî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ðåøåíèÿ â çàäà÷å 1.9 íà ñòð. 22.

Çàäà÷à 1.16. Ðàçäåëèòü ïðîèçâîëüíûé óãîë ïîïîëàì.

Ðåøåíèå. Êàê çäåñü áûòü? Ìû óìååì ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü
óãëû. Íî êàê ðàçäåëèòü óãîë íà äâå ðàâíûå ÷àñòè? Äàâàéòå ïî-
âòîðèì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêà.

Ìû ñìîòðèì íà ïåðåñå÷åíèå îêðóæíîñòåé òîëüêî ïî îäíó ñòî-
ðîíó, íî îêðóæíîñòè ïðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, ïî îáå ñòîðîíû
îò ëèíèè öåíòðîâ (ñì. ÷åðò. 1.46). Äàâàéòå ðàññìîòðèì âòîðóþ
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ � òî÷êó D. 4ABC = 4ADC, òàê êàê AB =

A

B

C

D

×åðòåæ 1.46. Äåëåíèå óãëà ïîïîëàì.

= AD, BC = CD, AC � îáùàÿ ñòîðîíà. Â ðàâíûõ òðåóãîëüíè-
êàõ íàïðîòèâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûõ ñòîðîí ëåæàò ðàâíûå óãëû,
çíà÷èò, ∠BAC = ∠CAD. Ïðè ýòîì ∠BAD = ∠BAC+∠CAD, òî
åñòü ∠BAD = 1

2∠BAC = 1
2∠CAD. Ïðÿìàÿ AC äåëèò óãîë íà äâà

ðàâíûõ óãëà. Òåïåðü ìû ìîæåì âûâåñòè àëãîðèòì äåëåíèÿ óãëà
ïîïîëàì: 1) îäíèì ðàñòâîðîì öèðêóëÿ îòìå÷àåì ðàâíûå îòðåçêè
íà ñòîðîíàõ óãëà; 2) äðóãèì ðàñòâîðîì öèðêóëÿ èç êàæäîé íîâîé
òî÷êè êàê èç öåíòðà ïðîâîäèì äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè (âåëè÷èíà
âòîðîãî ðàñòâîðà öèðêóëÿ äîëæíà áûòü áîëüøå ïîëîâèíû ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè íà ñòîðîíàõ óãëà); 3) ñîåäèíÿåì òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé è âåðøèíó óãëà ïðÿìîé.
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Îïðåäåëåíèå 1.10. Áèññåêòðèñà óãëà � ýòî ïîëóïðÿìàÿ, êî-
òîðàÿ âûõîäèò èç âåðøèíû óãëà è äåëèò åãî ïîïîëàì.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 11. Äàí îò-
ðåçîê äëèíîé a.8 Ïîñòðîèòü òðè îòðåçêà, äëèíû êîòîðûõ ðàâ-
íû: 3a, 4a, 5a. Ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè äëèíîé:
3a, 4a, 5a. Ïðèíèìàÿ ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà ñ äëèíîé 5a çà äèà-
ìåòð îêðóæíîñòè, ïîñòðîéòå íà íåé îêðóæíîñòü.

Òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî îäèí óãîë ðàâåí ïðÿìîìó óãëó �
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå
ìîæåò áûòü òîëüêî îäèí ïðÿìîé óãîë, òàê êàê åñëè ìû äîïóñòèì
ñóùåñòâîâàíèå âòîðîãî ïðÿìîãî óãëà, òî èç òî÷êè íà ïðÿìóþ
ìîæíî áóäåò îïóñòèòü äâà ïåðïåíäèêóëÿðà, à ýòî íåâåðíî. Â
ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå äâå ñòîðîíû ïðÿìîãî óãëà íàçû-
âàþòñÿ êàòåòàìè, à ñòîðîíà, ëåæàùàÿ íàïðîòèâ ïðÿìîãî óãëà,
� ãèïîòåíóçà. Ïî òåîðåìå 1.10 ëþáîé êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà ìåíüøå ãèïîòåíóçû.

Òåîðåìà 1.16. Åñëè êàòåò è ãèïîòåíóçà îäíîãî ïðÿìîóãîëüíî-
ãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî êàòåòó è ãèïîòåíóçå
äðóãîãî, òî òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

A

B B1

C C1 A1 A

B

CC1? D?

×åðòåæ 1.47. Ðàâåíñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïî êàòåòó
è ãèïîòåíóçå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1

(ñì. ÷åðò. 1.47), ó êîòîðûõ AB è A1B1 � ðàâíûå êàòåòû, à BC

8Âåëè÷èíà a � âñåãî ëèøü íåîïðåäåëåííàÿ ìåðà. Îïðåäåëèòå åå ñàìîñòî-
ÿòåëüíî.
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è B1C1 � ðàâíûå ãèïîòåíóçû. Íàëîæèì îäèí òðåóãîëüíèê íà
äðóãîé òàê, ÷òîáû ñîâìåñòèëèñü ñòîðîíû AB è A1B1, à òî÷êè
C è C1 ëåæàëè ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AB. Òàê êàê ïðÿìûå
óãëû A è A1 ñîâìåùàþòñÿ, òî òî÷êè C è C1 áóäóò ëåæàòü íà
îäíîé ïîëóïðÿìîé AC, ïî îäíó ñòîðîíó îò AB. Äîïóñòèì, òî÷êè
C è C1 íå ñîâïàäàþò. Òîãäà èç ñåðåäèíû îòðåçêà CC1, òî÷êè
D, âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð. Ïî òåîðåìå 1.4 òî÷êà B áóäåò
ëåæàòü íà âîññòàíîâëåííîì ïåðïåíäèêóëÿðå, òàê êàê BC =
= BC1 ïî óñëîâèþ. Çíà÷èò, èç òî÷êè B íà ïðÿìóþ AC îïóùåíû
äâà ïåðïåíäèêóëÿðà BD è BA, à ýòî íåâîçìîæíî. Îñòàåòñÿ
ïðèíÿòü òîëüêî òî, ÷òî òî÷êè C è C1 ñîâïàäàþò. Âåðøèíû
óãëîâ ñîâìåñòèëèñü, òðåóãîëüíèêè ñîâìåñòèëèñü, çíà÷èò, îíè
ðàâíû.

Çàäà÷à 1.17. Â ïðîèçâîëüíûé óãîë âïèøèòå ïðîèçâîëüíóþ
îêðóæíîñòü.

Ðåøåíèå. Îêðóæíîñòü íàçûâàþò âïèñàííîé â óãîë, åñëè îíà
ëåæèò âíóòðè óãëà è êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí. Åñëè îíà êàñàåòñÿ
äâóõ ïðÿìûõ, òî ðàäèóñû èñêîìîé îêðóæíîñòè â òî÷êàõ êàñàíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíû êàñàòåëüíûì. Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé è
¾íàáðîñàåì¿ ñëåäóþùèé ÷åðíîâîé ÷åðòåæ 1.48. Îêðóæíîñòü
ñ öåíòðîì â òî÷êå O âïèñàíà â óãîë BAC. Ïîñìîòðèì íà

A

O

B

C

×åðòåæ 1.48. Ïîëóïðÿìàÿ AO � áèññåêòðèñà óãëà BAC?

òðåóãîëüíèêè OBA è OCA. Îíè � ïðÿìîóãîëüíûå. ∠OBA è
∠OCA � ïðÿìûå óãëû. Êàòåò OB îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí
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êàòåòó OC äðóãîãî, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñàìè îäíîé
îêðóæíîñòè. Ãèïîòåíóçà OA ó íèõ îáùàÿ. 4OBA = 4OCA, òàê
êàê ó íèõ ðàâíû êàòåòû è ãèïîòåíóçû (ñì. òåîðåìó 1.16). Èç
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ âûòåêàåò ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ
óãëîâ: ∠OAB = ∠OAC. Ïîëóïðÿìàÿ AO äåëèò óãîë BAC íà
äâå ðàâíûå ÷àñòè, çíà÷èò, îíà ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è: 1) ïîäåëèòü óãîë ïîïîëàì; 2)
íà áèññåêòðèñå óãëà âûáðàòü ëþáóþ òî÷êó; 3) èç âûáðàííîé
òî÷êè îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿð íà ëþáóþ èç ñòîðîí; 4) ïðîâåñòè
îêðóæíîñòü, öåíòðîì êîòîðîé áóäåò âûáðàííàÿ òî÷êà íà áèñ-
ñåêòðèñå, à òî÷êîé îêðóæíîñòè � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà.

Èç ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò òî, ÷òî îòðåçêè êàñàòåëü-
íûõ, ïðîâåäåííûõ ê îêðóæíîñòè èç îäíîé òî÷êè, ðàâíû.

Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå: åñëè òî÷êà âíóòðè óãëà ðàâíîóäàëåíà îò åãî
ñòîðîí, òî îíà ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà. Áèññåêòðèñà óãëà �
ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò ñòîðîí óãëà. Êà-
êàÿ ïðÿìàÿ áóäåò ñîâïàäàòü ñ áèññåêòðèñîé óãëà âåëè÷èíîé 2d?

Çàäà÷à 1.18. Äàíà òîëüêî îäíà ñòîðîíà AB òðåóãîëüíèêà
ABC. Äàíû òî÷êè D è E, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò áèññåêòðèñà
óãëà ACB. Íàéòè òî÷êó C è ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ABC.

Ðåøåíèå. Íà ÷åðòåæå 1.49(1) ïîêàçàíî óñëîâèå çàäà÷è. Êàê âñå-
ãäà, åñëè íå çíàåì êàê ðåøèòü çàäà÷ó, òî ñ÷èòàåì, ÷òî çàäà÷à
ðåøåíà. Ïðîâîäèì ïðÿìóþ DE, ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì òî÷êó C.
Ñîåäèíÿåì îòðåçêàìè òî÷êè A è C,B è C (ñì. ÷åðò. 1.49(2)). Êàð-
òèíà íå ïðîÿñíÿåòñÿ. ×òî æå, áóäåì èñêàòü íîâûå òî÷êè. Èç òî÷-
êè B èëè èç òî÷êè A îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð íà ïðÿìóþ CE òàê,
÷òîáû îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà F îêàçàëîñü âíóòðè òðåóãîëü-
íèêà ABC. Ïðîäëèì ïåðïåíäèêóëÿð äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îäíîé èç
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñòîðîíà AC. Íàéäåì
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ G. Ó íàñ ïîÿâèëèñü äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêà CFG è CFB. Ó ýòèõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ
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A B

C

D

E

FG

A B

D

E
1) 2)

×åðòåæ 1.49. Ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíèêà ïî ñòîðîíå è áèññåêòðèñå
ïðîòèâîïîëîæíîãî óãëà.

îáùèé êàòåò CF , à óãîë FCB ðàâåí óãëó FCG, òàê êàê ïîëó-
ïðÿìàÿ CE � áèññåêòðèñà óãëà ACB. Ìîæåò, ïðÿìîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè CFG è CFB ðàâíû? Îòëîæèì ðåøåíèå çàäà÷è è
äîêàæåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.17. Åñëè ñòîðîíà è äâà ïðèëåæàùèõ ê íåé óãëà îä-
íîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ñòîðîíå è äâóì ïðè-
ëåæàùèì ê íåé óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òðåóãîëüíèêè
ðàâíû.9

A B

C

A1 B1

C1

A B

C

C2?

×åðòåæ 1.50. Ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ ïî ñòîðîíå è ïðèëåæà-
ùèì ê íåé óãëàì.

9¾Âòîðîé¿ ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíû 4ABC è 4A1B1C1. AB = A1B1,
∠CAB = ∠C1A1B1, ∠ABC = ∠A1B1C1. Íóæíî äîêàçàòü,
÷òî 4ABC = 4A1B1C1 (ñì. ÷åðò. 1.50). ¾Ñíèìåì¿ âåëè÷èíó
îòðåçêà A1B1 è îòëîæèì åå íà ïðÿìîé AB îò òî÷êè A â ñòîðîíó
òî÷êè B. AB = A1B1, çíà÷èò, òî÷êè B è B1 ñîâïàäóò. Ïðîâåäåì
äâå îêðóæíîñòè â ñòîðîíó òî÷êè C îò ïðÿìîé AB ñ öåíòðàìè
â òî÷êàõ A è B è ðàäèóñàìè A1C1 è B1C1 ñîîòâåòñòâåííî.
Îêðóæíîñòè ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå C2. Ïîñòðîåííûé òðåóãîëüíèê
ABC2 ðàâåí òðåóãîëüíèêó A1B1C1 ïî òðåì ñòîðîíàì, çíà÷èò,
∠C2AB = ∠C1A1B1. ∠C1A1B1 = ∠CAB ïî óñëîâèþ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ∠C2AB = ∠CAB, óãëû ñîâìåùàþòñÿ, à ïîëóïðÿìûå
AC2 è AC ñëèâàþòñÿ. Àíàëîãè÷íî ∠C2BA = ∠C1B1A1 =
= ∠CBA, è ïîëóïðÿìûå BC2 è BC � îäíà ïîëóïðÿìàÿ. Òàê
êàê ïðÿìûå AC è BC ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå, òî
òî÷êè C è C2 � îäíà òî÷êà. Òðåóãîëüíèê ABC2 ñîâìåñòèëñÿ ñ
òðåóãîëüíèêîì ABC, à òàê êàê îí ðàâåí òðåóãîëüíèêó A1B1C1,
òî 4ABC = 4A1B1C1.

Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.18 íà ñòð. 55. Ñíîâà ðàññìîò-
ðèì äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà CFB è CFG (ñì. ÷åðò.
1.49). Ó íèõ ∠CFB = ∠CFG = d, ∠GCF = ∠BCF , êàòåò CF �
îáùèé. Ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû ïî òåîðåìå 1.17. Òîãäà ñòîðîíà
BF ðàâíà ñòîðîíå GF . Òî÷êè A è G ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
AC.

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ òàêèì îáðàçîì: 1) ïðîâîäèì ïðÿìóþ DE; 2)
îïóñêàåì ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè B íà ýòó ïðÿìóþ � ïîëó÷èì
îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà â òî÷êå F ; 3) ïðîäëèì îòðåçîê BF ;
4) îòëîæèì îòðåçîê FG = FB; 5) ïðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êè
A è G; 6) åñëè ïðÿìàÿ AG ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ DE â òî÷êå C (ýòî
íàäî äîêàçàòü), òî èñêîìûé òðåóãîëüíèê áóäåò ïîñòðîåí.

Âû ìîæåòå îòìåòèòü, ÷òî åñëè áû òî÷êà A ñëèëàñü ñ òî÷êîé
G, òî ìû íå ñìîãëè áû ïîñòðîèòü ïðÿìóþ. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êó
C ìû ìîãëè âçÿòü â ëþáîì ìåñòå ïðÿìîé DE, êðîìå ìåñòà
ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ DE è AB.
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Òàê êàê ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè CFB è CFG èç çà-
äà÷è 1.18 ðàâíû, òî ó íèõ ðàâíû è ãèïîòåíóçû CB è CG, íî
ñòîðîíû CG è CB ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà
CGB. Òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì äâå ñòîðîíû ðàâíû, íàçûâàåòñÿ
ðàâíîáåäðåííûì èëè ðàâíîáîêèì. Äâå ðàâíûå ñòîðîíû íàçûâàþò
áîêîâûìè ñòîðîíàìè, à òðåòüþ ñòîðîíó � îñíîâàíèåì. Â ðàâ-
íîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå CGB ñòîðîíû CG è CB � áîêîâûå
ñòîðîíû, à ñòîðîíà GB � îñíîâàíèå.

Âûñîòà òðåóãîëüíèêà � ýòî ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé
èç âåðøèíû óãëà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó èëè åå ïðî-
äîëæåíèå. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðîíà íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì
òðåóãîëüíèêà.

Áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà � ýòî îòðåçîê, ëåæàùèé íà
áèññåêòðèñå óãëà òðåóãîëüíèêà, êîíöàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
âåðøèíà óãëà è òî÷êà íà ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíå.

Òåîðåìà 1.18. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíî-
âàíèè ðàâíû (ïðîòèâ ðàâíûõ ñòîðîí ëåæàò ðàâíûå óãëû).

A

B

CD

×åðòåæ 1.51. Óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíè-
êà ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC (ñì.
÷åðò. 1.51), AC è BC � áîêîâûå ñòîðîíû, AC = BC. AB �
îñíîâàíèå ðàâíîáîêîãî òðåóãîëüíèêà. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
∠CBA = ∠CAB.

Èç ñåðåäèíû ñòîðîíû AB, òî÷êè D, âîññòàíîâèì ïåðïåíäè-
êóëÿð. Ïî òåîðåìå 1.4 òî÷êà C áóäåò ëåæàòü íà âîññòàíîâëåííîì
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ïåðïåíäèêóëÿðå. Òðåóãîëüíèêè BDC è CDA � ïðÿìîóãîëüíûå
è ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì, òàê êàê ãèïîòåíóçà BC ðàâíà ãèïî-
òåíóçå AC èç óñëîâèÿ òåîðåìû, êàòåò DB ðàâåí êàòåòó DA ïî
ïîñòðîåíèþ, à DC � îáùèé êàòåò. Óãîë CBD ðàâåí óãëó CAD.
∠CBA = ∠CAB.

Ñëåäñòâèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå âûñîòà, îïóùåííàÿ
èç óãëà ïðè âåðøèíå10 íà îñíîâàíèå, ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé òðå-
óãîëüíèêà, è îáðàòíî.

Òåîðåìà 1.19. Åñëè äâå ñòîðîíû è óãîë ìåæäó íèìè îäíîãî
òðåóãîëüíèêà ðàâíû äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè äðóãîãî
òðåóãîëüíèêà, òî òðåóãîëüíèêè ðàâíû.11

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1.1 òðåòüè ñòîðîíû ó òàêèõ òðå-
óãîëüíèêîâ òîæå ðàâíû, à òàê êàê ïîðîçíü ðàâíû òðè ñòîðîíû,
òî ïî òåîðåìå 1.15 òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

Ñëåäñòâèå. Åñëè â ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ êàòåòû îäíî-
ãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû êàòåòàì äðóãîãî, òî òðåóãîëüíèêè ðàâíû,
òàê êàê ïðÿìîé óãîë îäíîãî ðàâåí ïðÿìîìó óãëó äðóãîãî.

Èòàê, òðåóãîëüíèêè ðàâíû, åñëè:
1) òðè ñòîðîíû îäíîãî ðàâíû ïîðîçíü òðåì ñòîðîíàì äðóãîãî;
2) äâå ñòîðîíû è óãîë ìåæäó íèìè îäíîãî ðàâíû äâóì ñòîðîíàì
è óãëó ìåæäó íèìè äðóãîãî;
3) ñòîðîíà è äâà ïðèëåæàùèõ ê íåé óãëà îäíîãî ðàâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì äðóãîãî.

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ðàâíû, åñëè:
1) êàòåòû îäíîãî ðàâíû êàòåòàì äðóãîãî;
2) êàòåò è ãèïîòåíóçà îäíîãî ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî êàòåòó è ãè-
ïîòåíóçå äðóãîãî.

10Óãîë ïðè âåðøèíå â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå � óãîë îáðàçîâàííûé
áîêîâûìè ñòîðîíàìè.

11¾Ïåðâûé¿ ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ.
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1.6. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óãëàìè è ñòî-

ðîíàìè òðåóãîëüíèêà. Ïàðàëëåëü-

íûå ïðÿìûå.

Ìû íàøëè ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà, ïðè
êîòîðîì îí ñóùåñòâóåò. Òåïåðü ïîïðîáóåì íàéòè ñîîòíîøåíèå
ìåæäó óãëàìè òðåóãîëüíèêà. Âñïîìíèì òåìó ñìåæíûõ óãëîâ.
Êàæäûé óãîë òðåóãîëüíèêà áóäåò ìåíüøå 2d. Óãëû òðåóãîëüíè-
êà íàçûâàþò åùå âíóòðåííèìè óãëàìè òðåóãîëüíèêà. ×òî ìû ìî-
æåì ñêàçàòü îá óãëàõ, ñìåæíûõ ñ âíóòðåííèìè óãëàìè òðåóãîëü-
íèêà (ñì. ÷åðò. 1.52(1))? Óãëû, ñìåæíûå c âíóòðåííèìè óãëàìè
òðåóãîëüíèêà, ìû íàçûâàåì âíåøíèìè óãëàìè òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà 1.20. Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà áîëüøå ëþáîãî
âíóòðåííåãî, íå ñìåæíîãî ñ íèì.

A

B

C

1) 2)

?

?
?

A

B

C

O

K

L

×åðòåæ 1.52. Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, âíåøíèé óãîë BCK
ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûì ñ óãëîì BCA (ñì. ÷åðò. 1.52(2)). Äîêàæåì,
÷òî ∠BCK > ∠ABC.

×åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû BC (òî÷êó O), è âåðøèíó A ïðî-
âåäåì ïðÿìóþ. Íà ïðîâåäåííîé ïðÿìîé îò òî÷êè O îòëîæèì
îòðåçîê OL, ðàâíûé îòðåçêó AO (îòêëàäûâàíèå ïðîèçâîäèì ïî
íàïðàâëåíèþ îò âåðøèíû A). Ïîñòðîèì îòðåçîê LC. ∠BCK =
= ∠BCL+∠LCK. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè BOA è COL. Óãëû
BOA è COL ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå óãëû. OB = OC è OA =
= OL ïî ïîñòðîåíèþ. 4BOA = 4COL ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó
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ìåæäó íèìè. Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ âûòåêàåò ðàâåíñòâî
ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ: ∠ABO = ∠OCL. Òàê êàê ∠BCK >
> ∠BCL è ∠BCL = ∠OCL = ∠ABO = ∠ABC, òî ∠BCK >
> ∠ABC. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∠BCK > ∠BAC. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.21. Âî âñÿêîì òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ á�îëüøåé ñòî-
ðîíû ëåæèò è á�îëüøèé óãîë. Ïðîòèâ á�îëüøåãî óãëà ëåæèò è
á�îëüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Â òðåóãîëü-
íèêå ABC AB > BC. Äîêàæåì, ÷òî ∠BCA > ∠BAC (ñì.
÷åðò. 1.53(1)). Îòìåòèì îòðåçîê BL = BC íà ñòîðîíå AB.

A

B

CL

A

B

C

K

1) 2)

×åðòåæ 1.53. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñòîðîíàìè è óãëàìè òðåóãîëü-
íèêà.

Òðåóãîëüíèê BLC � ðàâíîáåäðåííûé. ∠BLC = ∠LCB, çíà÷èò,
∠BCA > ∠BLC. ∠BLC > ∠LAC, òàê êàê âíåøíèé óãîë òðå-
óãîëüíèêà ALC áîëüøå âíóòðåííåãî, íå ñìåæíîãî ñ íèì óãëà.
∠LAC = ∠BAC. Çíà÷èò, óãîë BLC áîëüøå óãëà BAC, à ïîòîìó
∠BCA > ∠BAC.12

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå (ñì. ÷åðò. 1.53(2)). ∠BCA >
> ∠BAC. Äîêàçàòü, ÷òî AB > BC. Äîïóñòèì, AB < BC.
Îòìåòèì íà ñòîðîíå BC òî÷êó K òàê, ÷òîáû îòðåçîê BK áûë
ðàâåí AB. Òðåóãîëüíèê ABK � ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê,

12Îòìåòüòå ïðèåì, êîòîðûì áûëà íàéäåíà ðàçíîñòü ñòîðîí AB è BC. Îí
åùå ïðèãîäèòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷.
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òîãäà ∠BKA = ∠BAK. ∠BKA > ∠BCA, òàê êàê âíåøíèé óãîë
òðåóãîëüíèêà AKC áîëüøå âíóòðåííåãî, íå ñìåæíîãî ñ íèì
óãëà. ∠BAK < ∠BAC èëè ∠BKA < ∠BAC. Òàê êàê ∠BKA >
> ∠BCA, òî ∠BCA < ∠BAC. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ
óñëîâèåì òåîðåìû. Çíà÷èò, AB > BC.

Òåîðåìà 1.22. Åñëè äâà óãëà, ïðèëåæàùèõ ê îäíîé ñòîðîíå
òðåóãîëüíèêà, ðàâíû, òî äâå äðóãèå ñòîðîíû òàêæå ðàâíû
(ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ ëåæàò ðàâíûå ñòîðîíû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî äâå äðóãèå ñòîðîíû íå ðàâ-
íû, òî ïî òåîðåìå 1.21 îäèí èç óãëîâ äîëæåí áûòü áîëüøå äðóãî-
ãî. Ýòîò âûâîä ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû, çíà÷èò, ìû ìî-
æåì ïðèíÿòü òîëüêî ðàâåíñòâî ñòîðîí. Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ
ïðèçíàêîì ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà 1.23. Ñóììà äâóõ âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà,
ïðèëåæàùèõ ê îäíîé ñòîðîíå, ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ óãëîâ.

A

B

CT K

×åðòåæ 1.54. Ñóììà äâóõ âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà, ïðè-
ëåæàùèõ ê îäíîé ñòîðîíå, ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ óãëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàí òðåóãîëüíèê ABC (ñì. ÷åðò. 1.54). ∠BAT
� âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà, ñìåæíûé ñ âíóòðåííèì óãëîì
BAC. ∠BCK � äðóãîé âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà, ñìåæíûé ñ
âíóòðåííèì óãëîì BCA. ∠BAC è ∠BCA � äâà âíóòðåííèõ óãëà
òðåóãîëüíèêà, ïðèëåæàùèõ ê ñòîðîíå AC. Èç òåîðåìû î ñìåæ-
íûõ óãëàõ 1.5 ìû çíàåì, ÷òî ∠BAT = 2d−∠BAC è ∠BCK = 2d−
− ∠BCA. Ïî òåîðåìå 1.20 ∠BAT > ∠BCA, à ∠BCK > ∠BAC.
Èç äâóõ íåðàâåíñòâ ñîñòàâèì îäíî è ïðåîáðàçóåì åãî:
∠BAT + ∠BCK > ∠BCA+ ∠BAC.
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(2d− ∠BAC) + (2d− ∠BCA) > ∠BCA+ ∠BAC.
4d− (∠BAC + ∠BCA) > ∠BCA+ ∠BAC.
4d > 2 · (∠BCA+ ∠BAC) èëè 2d > ∠BCA+ ∠BAC.
∠BCA+ ∠BAC < 2d.
Àíàëîãè÷íî ∠CAB + ∠CBA < 2d è ∠ABC + ∠BCA < 2d.

Ñëåäñòâèå. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïðÿìîé óãîë áîëüøå
ëþáîãî äðóãîãî âíóòðåííåãî óãëà.

Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû òðåòüåé òàê, ÷òî îáðàçóþòñÿ äâå
íîâûå òî÷êè, òî òðåòüÿ ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ñåêóùåé. Ïîñìîòðèòå
íà ÷åðòåæ 1.54: ïðÿìàÿ AC ÿâëÿåòñÿ ñåêóùåé äëÿ äâóõ ïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïðÿìûõ AB è BC. Âíóòðåííèå îäíîñòîðîííèå óãëû �
ýòî óãëû, êîòîðûå ëåæàò ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè ïî îäíó ñòîðî-
íó îò ñåêóùåé. Óãëû BAC è BCA � âíóòðåííèå îäíîñòîðîííèå
óãëû, êîòîðûå ëåæàò ìåæäó ïðÿìûìè BA, BC è ñåêóùåé AC.
Îïèðàÿñü íà òåîðåìó 1.23, ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ñóììà âíóòðåí-
íèõ îäíîñòîðîííèõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìè-
ñÿ ïðÿìûìè è ñåêóùåé, ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ óãëîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå � ýòî ïðÿìûå, êî-
òîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåîðåìà 1.24. Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû òðåòüåé, è ñóì-
ìà äâóõ âíóòðåííèõ îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ðàâíà 2d, òî ïðÿìûå
ïàðàëëåëüíû.

A B

C D

E

F
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L

×åðòåæ 1.55. Ñóììà äâóõ âíóòðåííèõ îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ðàâ-
íà äâóì ïðÿìûì óãëàì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíû ïðÿìûå AB è CD, ÷åðåç êîòîðûå ïðî-
õîäèò ñåêóùàÿ EF â òî÷êàõ K è L. ∠AKL è ∠CLK, à òàêæå
∠BKL è ∠KLD � âíóòðåííèå îäíîñòîðîííèå óãëû (ñì. ÷åðò.
1.55). (∠AKL+∠BKL) + (∠CLK +∠DLK) = 2d+ 2d = 4d, òàê
êàê ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ ðàâíà 2d. Åñëè ìû ïðèíèìàåì, ÷òî
∠AKL+∠CLK = 2d ïî óñëîâèþ òåîðåìû, òî ∠BKL+∠DLK =
= 2d. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå AB è CD íå ïåðåñåêà-
þòñÿ.

Åñëè áû ïîëóïðÿìûå KA è LC ïåðåñåêàëèñü ñëåâà îò ñå-
êóùåé, òî ñîãëàñíî ïðîâåäåííîìó èññëåäîâàíèþ, ñóììà óãëîâ
∠AKL è ∠CLK äîëæíà áûòü ìåíüøå 2d, íî ïî óñëîâèþ òåîðå-
ìû îíà ðàâíà 2d. Çíà÷èò, ïðèíÿòü ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðÿìûõ KA
è LC ìû íå ìîæåì. Åñëè áû ïîëóïðÿìûå KB è LD ïåðåñåêàëèñü
ñïðàâà îò ñåêóùåé, òî ñóììà óãëîâ ∠BKL è ∠DLK òàêæå äîëæ-
íà áûòü ìåíüøå 2d, íî ïî âûâîäó èç óñëîâèÿ òåîðåìû îíà ðàâíà
2d. Ïðèíÿòü ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðÿìûõ KB è LD ìû òàêæå íå
ìîæåì. Òàê êàê ïðèíÿòü ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðÿìûõ, êîòîðûå ñî-
ñòàâëÿþò ïðÿìûå, ìû íå ìîæåì, òî ïðèçíàåì ïàðàëëåëüíîñòü
ïðÿìûõ. AB ‖ CD.

Ñëåäñòâèÿ.
Åñëè ñóììà äâóõ âíóòðåííèõ îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ðàâíà 2d:

1. ∠KLD = 2d − ∠KLC = 2d − (2d − ∠AKL) = ∠AKL èëè
∠AKL = ∠KLD. Àíàëîãè÷íî ∠BKL = ∠KLC. Óãëû ∠AKL è
∠KLD, à òàêæå óãëû ∠BKL è ∠KLC � âíóòðåííèå íàêðåñò
ëåæàùèå óãëû. Òåîðåìà áóäåò ñïðàâåäëèâà è â òàêîé ôîðìó-
ëèðîâêå: åñëè äâå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû òðåòüåé, è âíóòðåííèå
íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ðàâíû, òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.
2. Óãëû ∠EKB è ∠CLF , ∠EKA è ∠DLF � âíåøíèå ïåðåêðåñò-
íûå óãëû. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è â ýòîé ôîðìóëèðîâêå: åñëè
äâå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû òðåòüåé, è âíåøíèå ïåðåêðåñòíûå óãëû
ðàâíû, òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.
3. Ñîîòâåòñòâåííûå óãëû: ∠EKA è ∠KLC, ∠CLF è ∠AKL,
∠EKB è ∠KLD, ∠BKL è ∠DLF . Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû
òðåòüåé, è ñîîòâåòñòâåííûå óãëû ðàâíû, òî ïðÿìûå ïàðàëëåëü-
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íû.
4. Âíåøíèå îäíîñòîðîííèå óãëû: ∠EKA è ∠CLF , ∠EKB è
∠FLD. Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû òðåòüåé, è ñóììà âíåøíèõ
îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ðàâíà 2d, òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. 13

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 12. Äàíû
ïðÿìàÿ è òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà íåé. Ïðîâåäèòå ÷åðåç òî÷êó
ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé. Ïîäñêàçêà: ÷åðåç äàííóþ òî÷êó
ïðîâåäèòå ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêàëà
äàííóþ. Äîãàäûâàåòåñü, êàê èç äàííîé òî÷êè îò ïîñòðîåííîé
ïðÿìîé îòëîæèòü óãîë è êàêîé âåëè÷èíû?

Äàíû òðè ïðÿìûå a, b è c (ñì. ÷åðò. 1.56(1)). Ñåêóùàÿ c ïå-
ðåñåêàåò ïðÿìóþ a ïîä ïðÿìûì óãëîì, à ïðÿìóþ b ïîä óãëîì,
îòëè÷íûì îò ïðÿìîãî. Òîãäà ìû óòâåðæäàåì:

Àêñèîìà 1.10. Ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííàÿ ê îäíîé ïðÿìîé ïðè
äîñòàòî÷íîì ïðîäîëæåíèè ïåðåñåêóòñÿ.14

Òåîðåìà 1.25. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê îäíîé èç äâóõ ïà-
ðàëëåëüíûõ, ïåðåñåêàåò äðóãóþ è ïåðïåíäèêóëÿðíà åé.

A D B
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C KL

ab

c

1) 2)

×åðòåæ 1.56. Ê ïÿòîìó ïîñòóëàòó Åâêëèäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå AB è CK
(ñì. ÷åðò. 1.56(2)). Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè E íà ïðÿ-
ìóþ AB, ïîëó÷èì îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà â òî÷êåD. Îòðåçîê

13Ñëåäñòâèÿ 2, 3 è 4 äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
14Ýòà àêñèîìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôîðì ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà.
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ED ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé AB. Èç òî÷êè D îïóñòèì ïåðïåí-
äèêóëÿð íà CK. DL ⊥ CK. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòðåçîê LD íå
ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé AB, òîãäàBD è AD áóäóò íàêëîííûìè
ê LD. Ïðÿìàÿ CK ïåðïåíäèêóëÿðíà DL, òîãäà ïî àêñèîìå 1.10
ëèáî ïîëóïðÿìàÿ DB ïåðåñå÷åò CK, ëèáî DA, à ýòî ïðîòèâîðå-
÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, òîãäà LD ⊥ AB.
Èç îäíîé òî÷êè ïðÿìîé AB âîññòàíîâëåíû äâà ïåðïåíäèêóëÿðà
DE è DL. Ïî êàêèå áû ñòîðîíû ïðÿìîé AB íå ëåæàëè âîññòà-
íîâëåííûå ïåðïåíäèêóëÿðû, îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ñëåäñòâèÿ.
1) Äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå òðåòüåé, ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñî-
áîé.
2) ×åðåç äàííóþ òî÷êó ìîæíî ïðîâåñòè òîëüêî îäíó ïðÿìóþ,
ïàðàëëåëüíóþ äàííîé.
3) Ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ îäíó èç ïàðàëëåëüíûõ, ïåðåñåêàåò è
äðóãóþ.15

Òåîðåìà 1.26. (Îáðàòíàÿ òåîðåìå 1.24) Åñëè äâå ïðÿìûå ïà-
ðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé, òî ñóììà äâóõ âíóòðåííèõ îäíîñòî-
ðîííèõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïðè ïåðåñå÷åíèè òðåòüåé ïðÿìîé,
ðàâíà äâóì ïðÿìûì óãëàì.
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×åðòåæ 1.57. Äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû òðåòüåé (ñå-
êóùåé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå AB è CD ïåðåñåêàþò-
ñÿ ñåêóùåé EF â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî. Íóæíî äîêàçàòü,

15Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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÷òî ∠AKL+ ∠CLK = 2d.
Äîïóñòèì, ÷òî ∠AKL + ∠CLK < 2d. Òîãäà ê êàêîìó-òî îä-

íîìó èç äâóõ óãëîâ ñòîèò äîáàâèòü íåêóþ âåëè÷èíó, ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü 2d. Äîáàâèì ýòó âåëè÷èíó ê óãëó AKL, ïóñòü ýòî áóäåò
óãîë MKA. Òîãäà ∠AKL + ∠MKA + ∠CLK = 2d. Ïî òåîðå-
ìå 1.24 ïðÿìàÿ MK äîëæíà áûòü ïàðàëëåëüíà CD. Òîãäà ÷å-
ðåç îäíó òî÷êó ïðîõîäÿò äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå òðåòüåé. Ïî
ñëåäñòâèþ òåîðåìû 1.25 ýòî íåâîçìîæíî. Íàøå äîïóùåíèå îøè-
áî÷íî. Òàêèì æå ñïîñîáîì äîêàçûâàåòñÿ îøèáî÷íîñòü òîãî, ÷òî
∠AKL+ ∠CLK > 2d.

Çíà÷èò, ∠AKL+ ∠CLK = 2d.

Ñëåäñòâèÿ.
Åñëè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, òî ïðè ïåðåñå÷åíèè èõ òðåòüåé

ïðÿìîé:
1) âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû áóäóò ðàâíû;
2) âíåøíèå ïåðåêðåñòíûå óãëû áóäóò ðàâíû;
3) ñîîòâåòñòâåííûå óãëû ðàâíû;
4) ñóììà âíåøíèõ îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ðàâíà äâóì ïðÿìûì óã-
ëàì.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 13. Äîêàæè-
òå, ÷òî âñå òî÷êè îäíîé ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé íàõîäÿòñÿ íà
îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè (ðàâíîóäàëåíû) îò äðóãîé ïàðàëëåëüíîé
ïðÿìîé. Èñïîëüçóéòå äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî.

Ïðîäîëæèì ïîèñê ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óãëàìè òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 1.19. Äàí ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. ×åðåç âåð-
øèíó B ïðîâåäèòå ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå AC.

Ðåøåíèå. Íàäåþñü, âû ñàìîñòîÿòåëüíî ðåøèëè óïðàæíåíèå 12,
ïîýòîìó ñ ëåãêîñòüþ ïðîâåäåòå ÷åðåç òî÷êó B ïðÿìóþ, ïàðàë-
ëåëüíóþ AC (cì. ÷åðò. 1.58).

Èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Óãîë LBC ðàâåí óãëó ACB, òàê
êàê ýòè óãëû ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè íàêðåñò ëåæàùèìè óãëà-
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×åðòåæ 1.58. Ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà.

ìè, îáðàçîâàííûìè ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè LK è AC è ñåêó-
ùåé BC. Àíàëîãè÷íî ∠KBA = ∠BAC. Ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû
1.5 ñóììà óãëîâ KBA, ABC è LBC ðàâíà äâóì ïðÿìûì óãëàì.
∠KBA+ ∠ABC + ∠LBC = 2d.

Ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî ðàâíûå âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå
óãëû: ∠BAC + ∠ABC + ∠ACB = 2d.

Ìû ïðèøëè ê òîìó, ÷òî ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ ëþáîãî
òðåóãîëüíèêà ðàâíà äâóì ïðÿìûì óãëàì.16

Ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ñëåäóþùèé ñïèñîê ðåêîìåíäàöèé ïî ðå-
øåíèþ çàäà÷:

1. Ïîñòàðàéòåñü âñïîìíèòü êàê ìîæíî áîëüøå ñâîéñòâ äàí-
íûõ èëè ïîñòðîåííûõ ôèãóð.

2. Ïðîâîäèòå ÷åðåç äàííûå èëè íàéäåííûå òî÷êè ïðÿìûå èëè
îêðóæíîñòè, åñëè åñòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîÿâÿòñÿ íîâûå òî÷-
êè.

3. Åñëè íåò òî÷åê, à äàíû ïðÿìûå, òî ïðîâåäèòå âñïîìîãà-
òåëüíóþ ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ äàííûå ïðÿìûå.

4. Åñëè äàíû (íàéäåíû) îòðåçîê èëè óãîë, ïîäóìàéòå, ïîìî-
æåò ëè äåëåíèå ïîïîëàì èëè óâåëè÷åíèå âäâîå íàéòè íîâóþ òî÷-
êó.

5. Ïîäóìàéòå, ïîìîæåò ëè ïðîâåäåíèå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

16Ñî ñâîéñòâîì óãëîâ òðåóãîëüíèêà ñâÿçàíû ñâîéñòâà óãëîâ äðóãèõ ôèãóð.
Ìíîãèå èçìåðåíèÿ è âû÷èñëåíèÿ íåâîçìîæíî ïðîèçâåñòè áåç çíàíèÿ ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ. Îòìåòüòå, ÷òî ìû íå ñìîãëè áû ïðèéòè ê íåìó áåç àêñèîìû
1.10.
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íàéòè íîâûå òî÷êè.
6. Åñëè çíàåòå, êàê äîëæåí âûãëÿäåòü ÷åðòåæ, íî íå çíàåòå,

êàê ïîñòðîèòü ôèãóðû ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, òî âûïîë-
íèòå íàáðîñîê îò ðóêè. Âûÿâëåííûå ñâîéñòâà ¾íàðèñîâàííûõ¿
ôèãóð ïîìîãóò íàéòè ñïîñîá èõ ïîñòðîåíèÿ.

Åñëè èçëèøíå ïîñòðîåííûå íà ÷åðòåæå ëèíèè ìåøàþò åãî
èññëåäîâàòü, òî ïîëüçóéòåñü ëàñòèêîì, â êðàéíåì ñëó÷àå ìîæ-
íî ñìåíèòü ëèñò áóìàãè. Íàâûê ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷
ïðèîáðåòàåòñÿ òîëüêî ñ îïûòîì.17

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 14. Âíåøíèé
óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå äâóõ âíóòðåííèõ, íå ñìåæíûõ
ñ íèì (ñì. ÷åðò. 1.59). Äîêàæèòå.

A

B

C K

×åðòåæ 1.59. Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå äâóõ
âíóòðåííèõ, íå ñìåæíûõ ñ íèì.

Âçãëÿíåì íà ìåñòî ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ, ïðîâåäåííûõ èç
âåðøèí äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà (ñì. ÷åðò. 1.60(1)). Äâå áèññåê-
òðèñû ïåðåñåêóòñÿ âíóòðè äâóõ óãëîâ â òî÷êå O, òàê êàê èõ ïîëî-
æåíèå ¾ñòåñíåíî¿ ñòîðîíàìè êàæäîãî èç óãëîâ. Ðàññòîÿíèå OK
= OL, òàê êàê áèññåêòðèñà óãëà � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê,
ðàâíîóäàëåííûõ îò ñòîðîí óãëà. OL = OM , òîãäà OK = OM .18

Åñëè ìû ñîåäèíèì òî÷êó O ñ âåðøèíîé òðåòüåãî óãëà, òî ïî-
ñòðîåííûé îòðåçîê áóäåò ëåæàòü íà ïîëóïðÿìîé, êîòîðàÿ òàêæå
áóäåò ÿâëÿòüñÿ áèññåêòðèñîé ýòîãî óãëà. Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü

17Çàäà÷è âû ìîæåòå íàéòè â ¾Ðóêîâîäñòâå ãåîìåòðèè¿ À. Ìàëèíèíà è Ô.
Åãîðîâà.

18Òî÷êè L, M , K íà ÷åðòåæå 1.60 íå ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè áèññåêòðèñ,
à ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè O.
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×åðòåæ 1.60. Ìåñòî ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà �
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êåO è ðàäèóñîìOL. Îêðóæíîñòü áó-
äåò êàñàòüñÿ òðåõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà (ñì. ÷åðò. 1.60(2)). Òàêàÿ
îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòüþ.

Çàäà÷à 1.20. Âîêðóã ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îïèñàòü
îêðóæíîñòü.

Ðåøåíèå. Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíè-
êà, åñëè åãî âåðøèíû ëåæàò íà ëèíèè îêðóæíîñòè. Öåíòð îêðóæ-
íîñòè òîãäà íàõîäèòñÿ íà îäíîì óäàëåíèè îò âñåõ òðåõ âåðøèí.
Åñëè ìû âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð èç ñåðåäèíû îäíîé ñòîðî-
íû, òî öåíòð îêðóæíîñòè äîëæåí ëåæàòü íà ýòîì ïåðïåíäèêó-
ëÿðå, òàê êàê êîíöû ñòîðîíû ðàâíîóäàëåíû îò ëþáîé òî÷êè ñå-
ðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Åñëè âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð èç
ñåðåäèíû äðóãîé ñòîðîíû, òî öåíòð îêðóæíîñòè òàêæå äîëæåí
ëåæàòü è íà âòîðîì ïåðïåíäèêóëÿðå.

Äîêàæåì, ÷òî âîññòàíîâëåííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ïåðåñåêóòñÿ,
òîãäà èõ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ è åñòü öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè.

Äàí ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC (ñì. ÷åðò. 1.61). Ïðîâå-
äåì ÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû AB ïåðïåíäèêóëÿðíóþ åé ïðÿìóþ
a. ×åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû BC ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿðíóþ åé
ïðÿìóþ b. Äîïóñòèì, ÷òî ïðÿìûå a è b íå ïåðåñåêàþòñÿ èëè a ‖ b.
Òàê êàê AB ⊥ a ïî óñëîâèþ, è a ‖ b ïî äîïóùåíèþ, òî ïî òåîðåìå
1.25 AB ⊥ b. BC ⊥ b ïî óñëîâèþ, òîãäà ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
AB è BC íå ïåðåñåêàþòñÿ, òàê êàê îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû îäíîé
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×åðòåæ 1.61. ×åðåç òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé,
ìîæíî ïðîâåñòè îêðóæíîñòü?

ïðÿìîé b. Ýòîò âûâîä ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ î òîì, ÷òî AB è
BC èìåþò îáùóþ òî÷êó B. Äîïóùåíèå îøèáî÷íî. Ïðÿìûå a è
b ïåðåñåêàþòñÿ. Çíà÷èò, ÷åðåç òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé
ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè îêðóæíîñòü, à ïî òåîðåìå 1.11 � òîëüêî
îäíó.

Èññëåäîâàíèå. Ðàññìîòðèì 4ABC (ñì. ÷åðò. 1.62). Ïðîâåäåì
äâà ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷åê K è F ê ñòîðîíàì
AB è AC ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ L ëåæèò íà
ñòîðîíå BC. AL = BL, òàê êàê òî÷êà L � òî÷êà íà ñåðåäèííîì

A

B C

K F

L

×åðòåæ 1.62. Öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà ñòîðîíå
òðåóãîëüíèêà.

ïåðïåíäèêóëÿðå KL ê ñòîðîíå AB. LC = AL, òàê êàê òî÷êà L �
òî÷êà íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå LF ê ñòîðîíå AC. Âûõî-
äèò, ÷òî BL = LC. Çíà÷èò, òî÷êà L ëåæèò íà ñåðåäèíå îòðåçêà
BC, è â ýòîé òî÷êå íàõîäèòñÿ öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Ïóñòü ∠ABC = α, ∠BCA = β.19 ∠BAL = ∠KAL =

19Âåëè÷èíó íåèçâåñòíîãî óãëà ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áóêâîé ãðå÷åñêîãî àë-
ôàâèòà.
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= ∠KBL = ∠ABC êàê óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà ABL ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè AL è BL. ∠CAL =
= ∠FAL = ∠FCL = ∠BCA êàê óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåä-
ðåííîãî òðåóãîëüíèêà ACL ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè AL è LC.
Òîãäà ∠BAC = ∠BAL + ∠CAL = α + β. Òàê êàê ñóììà óãëîâ
ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 2d, ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî: ∠BAC = 2d − (∠ABC + ∠BCA) èëè α + β = 2d −
− (α+ β). Òîãäà 2(α+ β) = 2d èëè α+ β = d.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ∠BAC = d, à òðåóãîëüíèê BAC � ïðÿ-
ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Ãèïîòåíóçà BC ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà � ýòî äèàìåòð îïèñàííîé âîêðóã íåãî îêðóæíî-
ñòè, è öåíòð îêðóæíîñòè äåëèò åå ïîïîëàì. Âûâîä: åñëè âîêðóã
òðåóãîëüíèêà îïèñàíà îêðóæíîñòü, è öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò
íà îäíîé èç ñòîðîí, òî òðåóãîëüíèê åñòü ïðÿìîóãîëüíûé, à
öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà ãèïîòåíóçå è äåëèò åå ïîïîëàì.
Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî öåíòð
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà,
ëåæèò íà ãèïîòåíóçå è äåëèò åå ïîïîëàì, ñìîòðèòå ïî òåîðåìå
2.13 íà ñòð. 101.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ëå-
æèò ¾ñíàðóæè¿4BAC (ñì. ÷åðò. 1.63(1)). Â ýòîì ñëó÷àå îäèí èç
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×åðòåæ 1.63. Öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò ñíàðóæè è
âíóòðè òðåóãîëüíèêà.

óãëîâ òðåóãîëüíèêà (∠BAC) áóäåò áîëüøå ïðÿìîãî20, à îñòàëü-
íûå äâà áóäóò ìåíüøå ïðÿìîãî, òàê êàê ñóììà âñåõ âíóòðåííèõ
óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà äâóì ïðÿìûì. Òàêîé òðåóãîëüíèê

20Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è ñëåäóþùåãî îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.
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íàçûâàåòñÿ òóïîóãîëüíûì, òàê êàê óãîë, áîëüøèé d è ìåíüøèé
2d, íàçûâàþò òóïûì. Åñëè öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò
âíóòðè òðåóãîëüíèêà, òî êàæäûé èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ìåíüøå
ïðÿìîãî (ñì. ÷åðò. 1.63(2)). Òàêîé òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ
îñòðîóãîëüíûì. Óãîë, ìåíüøèé d, íàçûâàþò îñòðûì.

Çàäà÷à 1.21. Äàíû îêðóæíîñòü ðàäèóñîì R è òî÷êà A. Ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè A äî öåíòðà îêðóæíîñòè áîëüøå R. Ïðîâå-
äèòå ÷åðåç òî÷êó A êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè.
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×åðòåæ 1.64. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Åñëè íåò èäåé â ðåøåíèè çàäà÷è, òî ñ÷èòàåì çàäà÷ó
ðåøåííîé. ¾Îò ðóêè¿ ÷åðåç òî÷êó A ïðîâîäèì êàñàòåëüíóþ ê
îêðóæíîñòè, ïîëó÷èì òî÷êó êàñàíèÿ D (ñì. ÷åðò. 1.64). Ïðî-
âåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êó A è öåíòð îêðóæíîñòè O. Ïîëó÷èì
òî÷êè B è C. Îòðåçîê OD ðàâåí îòðåçêó OC, îòðåçîê OC ðàâåí
îòðåçêó OB, è âñå òðè îòðåçêà ðàâíû ðàäèóñó îêðóæíîñòè. Óãîë
ODA � ïðÿìîé óãîë, òàê êàê AD � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè.

Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó óãëà ODB ÷åðåç α. Â òðåóãîëüíè-
êå ODB ñòîðîíà OD ðàâíà ñòîðîíå OB. Ïî òåîðåìå 1.18
∠ODB = ∠OBD, êàê óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà. ∠OBD = α. ∠DOB = 2d − 2α, òàê êàê ñóììà
âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 2d. Íèêàêèõ íîâûõ îò-
êðûòèé èç ðàññìîòðåíèÿ óãëîâ ìû íå ìîæåì ñäåëàòü.

Ìû çíàåì, ÷òî AD ⊥ OD. Òðåóãîëüíèê ODA � ïðÿìî-
óãîëüíûé. OD è DA � êàòåòû, AO � ãèïîòåíóçà. ×òî ìû
çíàåì ïðî ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè? Èç çàäà÷è 1.20 íàì
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èçâåñòíî, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà, ëåæèò íà ñåðåäèíå ãèïîòåíóçû. Âåðøèíû
óãëîâ òðåóãîëüíèêà òàêæå ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè!
Òîãäà òî÷êà D áóäåò ëåæàòü íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ îêðóæíîñòåé:
äàííîé îêðóæíîñòè è îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â ñåðåäèíå îòðåçêà
OA.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è: 1) ñîåäèíÿåì îòðåçêîì öåíòð
äàííîé îêðóæíîñòè è äàííóþ òî÷êó; 2) ïîñòðîåííûé îòðåçîê
äåëèì ïîïîëàì; 3) èç ñåðåäèíû ïîñòðîåííîãî îòðåçêà ïðîâîäèì
îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì åãî ïîëîâèíå; 4) ïîñòðîåííàÿ
îêðóæíîñòü ïåðåñå÷åò äàííóþ â äâóõ òî÷êàõ; 5) îáå íàéäåííûå
òî÷êè áóäóò òî÷êàìè êàñàíèé. Ðåøèòå çàäà÷ó ñàìîñòîÿòåëü-
íî.

Êîíòðîëüíîå óïðàæíåíèå 2.

1. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê � ýòî òðåóãîëüíèê, â êîòî-
ðîì âñå òðè ñòîðîíû ðàâíû. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
ïîñòðîéòå ïðîèçâîëüíûé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê. Äîêà-
æèòå, ÷òî óãëû ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó
ñîáîé. Êàêîé âåëè÷èíå ðàâåí óãîë ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíè-
êà?
2. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîéòå ïðîèçâîëüíûé
ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê.
3. Ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà � ýòî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøè-
íó óãëà ñ ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû. Äîêàæèòå,
÷òî ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ èç óãëà ïðè âåðøèíå â ðàâíî-
áåäðåííîì òðåóãîëüíèêå, ÿâëÿåòñÿ òàêæå åãî âûñîòîé è
áèññåêòðèñîé.
4. Äàíû òðè îòðåçêà. Ïåðâûé îòðåçîê � îäíà ñòîðîíà òðå-
óãîëüíèêà, âòîðîé îòðåçîê � ñóììà äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí,
òðåòèé îòðåçîê � ðàçíîñòü äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí. Çàäàéòå
âåëè÷èíû îòðåçêîâ ñàìîñòîÿòåëüíî è ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê.
5. Äàí ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Ïîñòðîéòå âíåøíèé
óãîë BCK. Íà ïîëóïðÿìîé CK îò òî÷êè C îòëîæèòå îò-
ðåçîê, ðàâíûé BC, îòìåòüòå òî÷êó M . Êàêóþ âåëè÷èíó îò
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óãëà BCA ñîñòàâëÿåò óãîë BMA?
6. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê CAB ñ ïðÿìûì óãëîì A è
áèññåêòðèñîé CM . Âûðàçèòå âåëè÷èíó óãëà B ÷åðåç âåëè÷èíû
óãëîâ AMC è ACM .
7. Ïðîâåäèòå êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè ïîä äàííûì óãëîì
ê äàííîé ïðÿìîé. Îêðóæíîñòü, óãîë è ïðÿìóþ çàäàéòå ñàìî-
ñòîÿòåëüíî.
8. Îïðåäåëèòå, êàêóþ ÷àñòü ãèïîòåíóçû ñîñòàâëÿåò êàòåò
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ëåæàùèé íàïðîòèâ óãëà d

3 .*
21

9. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííîé â ðàâíî-
ñòîðîííèé òðåóãîëüíèê è îïèñàííîé âîêðóã íåãî, ñîâïàäàþò.
10. Äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîì òðåóãîëüíèêå, òðè âûñîòû,
ïðîâåäåííûå èç âåðøèíû êàæäîãî óãëà, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå. Òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíè-
êà.*22

11. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó áèññåêòðèñàìè ñìåæíûõ
óãëîâ ðàâåí d.
12. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà äåëèò ïðîòè-
âîïîëîæíóþ ñòîðîíó íà ÷àñòè, ìåíüøèå ïðèëåæàùèõ ñòîðîí
(ÌÅ 143.36).
13. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïî
êàòåòó è ïðîòèâîëåæàùåìó îñòðîìó óãëó, à òàêæå ïî ãèïî-
òåíóçå è îñòðîìó óãëó.
14. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà îòðåçêîâ, äåëÿùèõ êàæäûé óãîë
òðåóãîëüíèêà ïîïîëàì, ìåíüøå åãî ïåðèìåòðà. Ïåðèìåòð
òðåóãîëüíèêà � ýòî îòðåçîê, ðàâíûé ñóììå âñåõ åãî ñòîðîí
(ÌÅ 143.48).
15. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ðàâíû, åñëè
èõ ïåðèìåòðû è óãëû ïðè âåðøèíàõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
(ÌÅ 143.54).
16. Äîêàæèòå, ÷òî äâà îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà ðàâíû,
åñëè îíè èìåþò ïî äâå ðàâíûõ ñòîðîíû è îòðåçêè, ñîåäèíÿ-

21Ïðîâåäèòå âûñîòó â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå.
22Ïðîâåäèòå ÷åðåç âåðøèíû óãëîâ ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì.
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þùèå ñåðåäèíû ýòèõ ñòîðîí ñ âåðøèíàìè ïðîòèâîëåæàùèõ
óãëîâ, òàêæå ðàâíû (ÌÅ 143.60).
17. Åñëè äâå ñòîðîíû è óãîë, ëåæàùèé ïðîòèâ áîëüøåé èç
ñòîðîí îäíîãî òðåóãîëüíèêà, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî äâóì ñòî-
ðîíàì è óãëó, ëåæàùåìó ïðîòèâ áîëüøåé èç ñòîðîí äðóãîãî
òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû. Äîêàæèòå. Äëÿ
÷åãî ââåäåíî óñëîâèå î âåëè÷èíå ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû?
18. Ïîñòðîéòå ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ïî èçâåñòíîé âû-
ñîòå. Âåëè÷èíó âûñîòû çàäàéòå ñàìîñòîÿòåëüíî (ÌÅ 144.20).
19. Ïîñòðîéòå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ïî êàòåòó è ðàç-
íîñòè äâóõ îñòðûõ óãëîâ (ÌÅ 144.33).23

20. Ïîñòðîéòå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ïî êàòåòó è ðàç-
íîñòè ãèïîòåíóçû è äðóãîãî êàòåòà (ÌÅ 144.38).
21. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî äàííîìó ïåðèìåòðó è äâóì
ñòîðîíàì (ÌÅ 144.45).
22. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî äàííîé ñòîðîíå, óãëó, ïðèëå-
æàùåìó ê íåé, è ñóììå äâóõ äðóãèõ ñòîðîí (ÌÅ 144.49).24

23. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî ïåðèìåòðó è äâóì äàííûì
óãëàì.
24. Ðàçäåëèòå ïðÿìîé óãîë íà òðè ðàâíûå ÷àñòè (ÌÅ
144.50).*25

25. Ïîñòðîéòå ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ïî äàííîìó ïåðè-
ìåòðó (ÌÅ 144.54).
26. Ðàçäåëèòå óãîë ïîïîëàì ìåæäó ïðÿìûìè MP è NQ, íå
ïðîäîëæàÿ èõ äî ïåðåñå÷åíèÿ (ÌÅ 144.57).*26

27. Èç âåðøèí ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îïèøèòå òðè
âíåøíå êàñàþùèåñÿ27 ìåæäó ñîáîé îêðóæíîñòè (ÌÅ 144.63).

23Ñ÷èòàéòå çàäà÷ó ðåøåííîé. Ïðîâåäèòå áèññåêòðèñó îñòðîãî óãëà.
24Ñïåðâà ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé ñóììå äâóõ äðóãèõ

ñòîðîí. Âñïîìíèòå ïðî ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê. Íàéäèòå âòîðîé ïðè-
ëåæàùèé óãîë.

25Âñïîìíèòå, ãäå âû âñòðå÷àëè óãîë âåëè÷èíîé 2
3
d.

26Áèññåêòðèñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà âñòðå÷àþòñÿ â îäíîé òî÷êå; äâà ðàçà
íàéäèòå ïåðåñå÷åíèå äâóõ áèññåêòðèñ.

27Ïðèìåð äâóõ âíåøíå êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ïðèâåäåí íà ÷åðòåæå
1.39(b, ñïðàâà) íà ñòð. 45.



Ãëàâà 2.

Ïðîïîðöèîíàëüíûå

ëèíèè è ïîäîáèå

òðåóãîëüíèêîâ

2.1. Î äëèíå îòðåçêà è ïðîïîðöèè

Ïî ñâåäåíèÿì, äîøåäøèì äî íàñ îò äðåâíåãðå÷åñêèõ èñòî-
ðèêîâ, ôèëîñîô è ìàòåìàòèê Ôàëåñ Ìèëåòñêèé, æèâøèé â VII-
VI ââ. äî íàøåé ýðû, îïðåäåëèë âûñîòó åãèïåòñêîé ïèðàìèäû,
ñðàâíèâ ñâîé ðîñò ñ äëèíîé ñâîåé òåíè è äëèíîé òåíè ïèðàìèäû.
Ñëîæíåéøàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ïîäî-
áèÿ.

Â ïðîøëîé ãëàâå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî åñëè îòíîøåíèå ìåæäó
äâóìÿ îòðåçêàìè ìîæíî âûðàçèòü â öåëûõ ÷èñëàõ, òî îòðåçêè ñî-
èçìåðèìû. Îòðåçêè, íå èìåþùèå îáùåé ìåðû, íàçûâàþòñÿ íåñî-
èçìåðèìûìè. Îòíîøåíèå ìåæäó íåñîèçìåðèìûìè îòðåçêàìè â
öåëûõ ÷èñëàõ âûðàçèòü íåâîçìîæíî.
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Çàäà÷à 2.1. 1 Âû÷èñëèòü îòíîøåíèå äâóõ íåñîèçìåðèìûõ îò-
ðåçêîâ ñ äàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

A B E

C

E′ B′

A B

×åðòåæ 2.1. Îòíîøåíèå íåñîèçìåðèìûõ îòðåçêîâ.

Ðåøåíèå. Äàíû îòðåçêè AB è AC òàê, ÷òî AB < AC, è îòíîøå-
íèå AC ê AB íåëüçÿ âûðàçèòü â öåëûõ ÷èñëàõ. Äîïóñòèì, ÷òî
AB îòêëàäûâàåòñÿ â AC îäèí ðàç ñ îñòàòêîì BC. Îòëîæèì îòðå-
çîê AB′, ðàâíûé 2AB. Îòíîøåíèå AB

AB = 1, à îòíîøåíèå AB′

AB = 2.
×èñëà 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè îòíîøåíèÿ
AC
AB c òî÷íîñòüþ äî 1. Åñëè áû AB ñîäåðæàëñÿ â AC áîëåå 3-x
ðàç, íî ìåíåå 4-x ðàç, òî ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî 1 áûëè áû ðàâíû 3 è 4. Ðàçäåëèì îòðåçîê AB íà 10 ðàâíûõ
÷àñòåé (ñì. ÷åðò. 2.1). Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îòêëàäûâàòü äå-
ñÿòóþ ÷àñòü (îò ãðàíèöû îòðåçêà â òî÷êå A) äî òåõ ïîð, ïîêà
êîíåö íîâîé îòëîæåííîé ÷àñòè íå ¾ïåðåøàãíåò¿ òî÷êó C. Ïóñòü
â òî÷êå E äåñÿòàÿ ÷àñòü îòêëàäûâàåòñÿ 15 ðàç, òîãäà â òî÷êå E′,
êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïðàâåå òî÷êè C, îíà áóäåò îòêëàäûâàòüñÿ 16
ðàç. Îòíîøåíèå AE

AB = 15
10 , à îòíîøåíèå

AE′

AB = 16
10 . ×èñëà

15
10 è 16

10

� ïðèáëèæåííûå îòíîøåíèÿ AC
AB ñ òî÷íîñòüþ äî 1

10 . Òî÷íî òàê
æå ìû ìîãëè ïîñòóïèòü ðàçäåëèâ AB íà 100 ÷àñòåé. Òîãäà, åñëè
îòíîøåíèå AE

AB = 153
100 , à îòíîøåíèå

AE′

AB = 154
100 , òî ìû îïðåäåëèëè

îòíîøåíèå AC
AB ñ òî÷íîñòüþ äî 1

100 .

×òîáû âû÷èñëèòü îòíîøåíèå AC
AB ñ òî÷íîñòüþ äî 1

n , ãäå n �
ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, íóæíî îòðåçîê AB ðàçäåëèòü íà n

1Òåêñò çàäà÷è ïðèâåäåí ïî êíèãå Äì. Ðîéòìàíà ¾Êóðñ ýëåìåíòàðíîé ãåî-
ìåòðèè¿.
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ðàâíûõ ÷àñòåé. Ïóñòü â òî÷êå E n-àÿ ÷àñòü îòðåçêà îòêëàäû-
âàåòñÿ m ðàç, à â òî÷êå E′ � m + 1 ðàç. ×èñëà m

n è m+1
n �

ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ AC
AB ñ òî÷íîñòüþ äî 1

n . Ïðè
íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà n, òî÷êè E è E′ áóäóò ïðè-
áëèæàòüñÿ ê òî÷êå C ñëåâà è ñïðàâà, íî íèêîãäà åå íå äîñòèãíóò.
Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðèì, ÷òî òî÷êà C ñëóæèò ïðåäåëüíûì ïîëî-
æåíèåì äëÿ èçìåíÿþùèõñÿ êîíöîâ îòðåçêîâ AE è AE′. Ìû íå
ìîæåì âûðàçèòü âåëè÷èíó AC òî÷íûì àðèôìåòè÷åñêèì ÷èñëîì,
íî ìû ìîæåì âûðàçèòü åå ñ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.
Òàêîå ÷èñëî è áóäåò âûðàæàòü ñîáîé îòíîøåíèå AC

AB â ñëó÷àå
íåñîèçìåðèìîñòè îòðåçêîâ AC è AB.

Ïðîïîðöèåé íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî äâóõ îòíîøåíèé. Ïðîïîð-
öèîíàëüíûìè íàçûâàþòñÿ òàêèå ÷åòûðå îòðåçêà, ÷òî îòíîøåíèå
äâóõ èç íèõ ðàâíî îòíîøåíèþ äâóõ äðóãèõ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî îò-
ðåçêè a, b, c, d ïðîïîðöèîíàëüíû, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî:
a

b
=
c

d
.

2.2. Ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè

Çàäà÷à 2.2. Äàíû òðè îòðåçêà ñî ñëåäóþùèìè äëèíàìè: a, b, c.
Íàéäèòå ÷åòâåðòûé, ïðîïîðöèîíàëüíûé, îòðåçîê.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðåøèì åùå îäíó çàäà÷ó è äîêàæåì
íåñêîëüêî òåîðåì.

Çàäà÷à 2.3. Äîêàæèòå, ÷òî äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïðè ïå-
ðåñå÷åíèè äâóõ äðóãèõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ îòñåêàþò îò íèõ
ðàâíûå îòðåçêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå çàäà÷è ïîêàçàíî íà ÷åðòåæå 2.2: AB ‖
CD, BC ‖ AD. Òî÷êè A è C âûáðàíû òàê, ÷òî ëåæàò ïî îáå
ñòîðîíû ñåêóùåé BD. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABD è BCD.
4ABD ðàâåí 4BCD ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì ê íåé óã-
ëàì, òàê êàê ñòîðîíà BD � îáùàÿ, ∠CBD = ∠BDA è ∠ABD =
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A

B C

D

×åðòåæ 2.2. Äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþò äâå äðóãèå
ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.

= ∠CDB êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ìåæäó ïàðàë-
ëåëüíûìè ïðÿìûìè è ñåêóùåé. Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëå-
äóåò ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí: AB = CD, AD = BC.

Îáðàòíî. Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðåñåêàþò ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå è
îòñåêàþò îò ïàðàëëåëüíûõ ðàâíûå îòðåçêè, òî îíè ïàðàëëåëü-
íû.2

×òî áóäåò, åñëè äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ (íå ïàðàëëåëüíûå) ïðÿ-
ìûå ïåðåñåêàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè?

Òåîðåìà 2.1. Åñëè íà îäíîé èç ñòîðîí óãëà îòëîæèòü ðàâíûå
îòðåçêè, è ÷åðåç êîíöû ýòèõ îòðåçêîâ ïðîâåñòè ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå, òî ýòè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå íà äðóãîé ñòîðîíå óãëà
îòñåêóò ðàâíûå îòðåçêè (òåîðåìà Ôàëåñà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàí óãîë Y AZ. Íà ñòîðîíå AZ ìû îòëîæèëè
îòðåçêè AB = BC = CD = DE = EF . ×åðåç òî÷êè B, C, D,
E, F ïðîâåëè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, êîòîðûå ïåðåñåêóò ïîëó-
ïðÿìóþ AY â òî÷êàõ G, H, I, J , K. Íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü,
÷òî AG = GH = HI = IJ = JK (ñì. ÷åðò. 2.3). ×åðåç òî÷êè G,
H, I, J , K ïðîâåäåì ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå AZ. Îíè ïåðåñåêóò
îòðåçêè HC, ID, JE, KF â òî÷êàõ L, M , N , P ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè AGB è GHL. Ñòîðîíà GL = BC,

2Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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A B C D E F

G

H

I

J

K

L

M

N

P
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Z

×åðòåæ 2.3. Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè
ïåðåñåêàþò ñòîðîíû óãëà.

òàê êàê GL ‖ BC è GB ‖ LC. Òàê êàê AB = BC, òî AB =
= GL. ∠GBA = ∠LCB = ∠HLG. ∠HGL = ∠GAB. Òðåóãîëüíèê
AGB ðàâåí òðåóãîëüíèêó GHL ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì
ê íåé óãëàì. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 4GHL = 4HIM =
= 4IJN = 4JKP . Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò: AG =
= GH = HI = IJ = JK. Ïîíÿòíî, ÷òî íà ñòîðîíàõ óãëà ìû
ìîãëè áû íàðåçàòü ñêîëüêî óãîäíî îòðåçêîâ, è îò ýòîãî âûâîä áû
íå ïîìåíÿëñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêà, äåëèò äâå äðóãèå ñòîðîíû íà ïðîïîðöèîíàëüíûå ÷àñòè.3

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðÿìàÿ EF ‖ AC è ïå-
ðåñåêàåò äâå ñòîðîíû óãëà ABC (ñì. ÷åðò. 2.4). Ðàññìîòðèì äâà
ñëó÷àÿ: êîãäà äëèíû îòðåçêîâ BE è EA ÿâëÿþòñÿ ñîèçìåðèìû-
ìè è íåñîèçìåðèìûìè.

3Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ äîëæíà ïåðåñåêàòü îáå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è
íå ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó.
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×åðòåæ 2.4. Îòñå÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêîâ.

1. Åñëè îáùàÿ ìåðà îòêëàäûâàåòñÿ m ðàç â îòðåçêå BE è n ðàç â
îòðåçêå EA, òî îòíîøåíèå BE ê EA âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îòíîøå-
íèå m

n (ñì. ÷åðò. 2.4(1)). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, BF òàêæå äåëèò-

ñÿ íà m ðàâíûõ îòðåçêîâ, à FC íà n ðàâíûõ îòðåçêîâ. BFFC = m
n .

Çíà÷èò, BEEA = BF
FC .

2. Â ñëó÷àå íåñîèçìåðèìîñòè BE è EA ïðåäïîëîæèì, ÷òî BE
EA <

< BF
FC . Âîçüìåì âìåñòî îòðåçêà FC îòðåçîê FK òàê, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî BE
EA = BF

FK (ñì. ÷åðò. 2.4(2)). Ðàçäåëèì BF
íà òàêîå öåëîå êîëè÷åñòâî ðàâíûõ ÷àñòåé, ÷òîáû êàæäàÿ ÷àñòü
áûëà ìåíüøå KC. Åñëè áóäåì ïîñòåïåííî îòêëàäûâàòü ÷àñòè ïî
îòðåçêó BC îò òî÷êè F â ñòîðîíó òî÷êè C, òî íàñòàíåò òàêîé
ìîìåíò, êîãäà êîíåö íîâîé îòëîæåííîé ÷àñòè îêàæåòñÿ ìåæäó
òî÷êàìè K è C. Îòìåòèì òî÷êó Y ìåæäó òî÷êàìè K è C. Ïðî-
âåäåì ïðÿìóþ XY , ïàðàëëåëüíóþ AC. Ñîãëàñíî ïåðâîé ÷àñòè
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ïîëó÷èì: BFFY = BE

EX .

BF

FY
=
BE

EX
è, ïî äîïóùåíèþ,

BF

FK
=
BE

EA
,
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BF

BE
=
FY

EX
, è

BF

BE
=
FK

EA
,

òîãäà:
FY

EX
=
FK

EA
èëè

EX

EA
=
FY

FK
.

×òîáû âûïîëíÿëàñü íàéäåííàÿ ïðîïîðöèÿ, îòðåçîê FY äîë-
æåí áûòü ìåíüøå FK, òàê êàê EX < EA. Ïîñòðîåíèå ãîâîðèò
íàì î äðóãîì. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Àíàëîãè÷íî, ê ïðî-
òèâîðå÷èþ ìû ïðèäåì, åñëè ïðèìåì, ÷òî BE

EA > BF
FC .

Íàì îñòàåòñÿ ïðèçíàòü, ÷òî BE
EA = BF

FC . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ïðîïîðöèè:

BE

EA
=
BF

FC
,
BE + EA

BE
=
BF + FC

BF
è
BE + EA

EA
=
BF + FC

FC
.

BA

BE
=
BC

BF
è
BA

EA
=
BC

FC
.

Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ òðåòüåé ñòîðîíå, äåëèò äâå äðóãèå
ñòîðîíû íà îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå íå òîëüêî ìåæäó ñî-
áîé, íî è ñ öåëîé ÷àñòüþ.

Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è 2.2. Èòàê, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïðî-
ïîðöèîíàëüíûé îòðåçîê, íàì íåîáõîäèìî íà îäíîé ñòîðîíå óãëà
îòëîæèòü äâà îòðåçêà. Íà âòîðîé ñòîðîíå îòìåòèì òðåòèé îòðå-
çîê. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç êîíåö âòîðîãî îòðåçêà ïàðàëëåëüíî
ïðÿìîé, ëåæàùåé íà êîíöàõ ïåðâîãî è òðåòüåãî îòðåçêîâ. Âòî-
ðàÿ ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìàÿ îòñå÷åò èñêîìóþ ïðîïîðöèîíàëüíóþ
÷àñòü (ñì. ÷åðò. 2.5).

Çàäà÷à 2.4. Ðàçäåëèòü ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê íà 3 ðàâíûå ÷à-
ñòè.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ÷åðåç êîíåö A äàííîãî îòðåçêà AZ ïðÿìóþ
ïîä íåêîòîðûì óãëîì ê íåìó. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ îòìåòèì íà
ïîñòðîåííîé ïðÿìîé 3 ðàâíûõ îòðåçêà ïðîèçâîëüíîé äëèíû (ñì.
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c

d

×åðòåæ 2.5. Ïîñòðîåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîãî îòðåçêà d ïî òðåì
èçâåñòíûì: ab = c

d .

X

ZA

×åðòåæ 2.6. Äåëåíèå îòðåçêà AZ íà 3 ðàâíûå ÷àñòè.

÷åðò. 2.6). Ñîåäèíèì êîíåö X ïîñëåäíåãî îòëîæåííîãî îòðåçêà
ñ äðóãèì êîíöîì Z çàäàííîãî îòðåçêà. ×åðåç êàæäóþ ïîñòðî-
åííóþ òî÷êó (¾çàñå÷êó¿) ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ XZ.
Ïîñòðîåííûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ñîãëàñíî òåîðåìå Ôàëåñà,
ðàçäåëÿò îòðåçîê AZ íà ðàâíûå ÷àñòè. Â íàøåì ñëó÷àå ìû ðàç-
äåëèëè îòðåçîê íà 3 ðàâíûå ÷àñòè. Ïðèâåäåííûé ñïîñîá ìîæíî
ïðèìåíÿòü äëÿ äåëåíèÿ îòðåçêà íà n ðàâíûõ ÷àñòåé.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 15. Ñàìî-
ñòîÿòåëüíî çàäàéòå îòðåçîê ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Ðàçäåëèòå
åãî íà 5 ðàâíûõ ÷àñòåé.
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Òåîðåìà 2.3. Ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ äåëèò äâå ñòîðîíû òðåóãîëü-
íèêà íà ïðîïîðöèîíàëüíûå ÷àñòè, ïàðàëëåëüíà òðåòüåé ñòî-
ðîíå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, ñòîðîíû AB è BC ïå-
ðåñåêàåò ïðÿìàÿ KM òàê, ÷òî äåëèò èõ íà ïðîïîðöèîíàëüíûå
÷àñòè AK

BK = CM
BM . Äîêàæåì, ÷òî KM ‖ AC (ñì. ÷åðò. 2.7(1)). Äî-

A

B

C

K

M

?L

1) 2)

×åðòåæ 2.7. 1) Ïðÿìàÿ äåëèò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà íà ïðîïîð-
öèîíàëüíûå ÷àñòè. 2) Ñðåäíèå ëèíèè òðåóãîëüíèêà.

ïóñòèì, ÷òî KM íå ïàðàëëåëüíà AC, òîãäà ÷åðåç òî÷êó K ìû
ìîæåì ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ AC. Ýòà ïàðàëëåëüíàÿ
ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åò ñòîðîíó BC â íåêîòîðîé òî÷êå L. Ïî òåîðåìå
2.2 AK

BK = CL
BL , òîãäà

CL
BL = CM

BM . Îòðåçîê BC ðàçäåëåí íà ðàâíûå
÷àñòè. Íàì îñòàåòñÿ ïðèçíàòü òîëüêî òî, ÷òî òî÷êà L ñëèâàåò-
ñÿ ñ òî÷êîé M . Ïðÿìûå KM è KL � îäíà ïðÿìàÿ, à òàê êàê
KL ‖ AC, òî è KM ‖ AC.

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà � ýòî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé
ñåðåäèíû äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé
òåîðåìû ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êàæäàÿ ñðåäíÿÿ ëèíèÿ
òðåóãîëüíèêà, ñîåäèíÿþùàÿ îáå åãî ñòîðîíû, ïàðàëëåëüíà òðå-
òüåé ñòîðîíå (ñì. ÷åðò. 2.7(2)). Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ðàâ-
íà ïîëîâèíå ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíû. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå
ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 16. Ïî-
ñòðîéòå ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê. Ïîñòðîéòå â íåì òðè
ñðåäíèå ëèíèè.

Òåîðåìà 2.4. Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ è â òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà ðàçáåðåìñÿ ñ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ
ìåäèàí. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû äâå ìåäèàíû BK è CL,
êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåM (ñì. ÷åðò. 2.8). Èç îïðåäåëåíèÿ

A

B

C
K

L

M

N

P

×åðòåæ 2.8. Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà äåëÿòñÿ â îòíîøåíèè 2 : 1
ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû óãëà.

ìåäèàíû èìååì, ÷òî AL = LB = 1
2AB è AK = KC = 1

2AC.
Îòðåçîê KL ñîåäèíÿåò ñåðåäèíû äâóõ ñòîðîí, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ
ñðåäíåé ëèíèåé. KL ‖ BC è KL = 1

2BC.
Â òðåóãîëüíèêå BMC ñòîðîíû MB è MC ñîåäèíèì ñðåäíåé

ëèíèåé NP . Òîãäà NP ‖ BC è NP = 1
2BC.

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî NP = KL è NP ‖ KL. ∠MLK =
= ∠MPN è ∠MKL = ∠MNP , êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå
óãëû, îáðàçîâàííûå äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè LK è NP è ñåêóùè-
ìè CL è BK. Òðåóãîëüíèêè LMK è PMN ðàâíû.

Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî ñòîðîí. LM =
= PM , PM = PC, LM + PM + PC = LC, LM + 2LM = LC.
Àíàëîãè÷íî MK + 2MK = BK.
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Åñëè òðåòüÿ ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû ∠BAC, íå
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M , à ïåðåñåêàåò LC â íåêîòîðîé òî÷êå
M ′, òî ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî íà ìåäèàíå LC åñòü äâå òî÷êè,
äåëÿùèå åå â îòíîøåíèè 2 : 1, à òàêîãî áûòü íå ìîæåò. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 17. Ñàìî-
ñòîÿòåëüíî çàäàéòå òðåóãîëüíèê. Ïîñòðîéòå â íåì òðè ìå-
äèàíû è óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

2.3. Ïðèçíàêè ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ

Ïîäîáíûìè ïðÿìîëèíåéíûìè ôèãóðàìè íà ïëîñêîñòè íàçû-
âàþòñÿ òàêèå, ó êîòîðûõ óãëû ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû, à ñõîä-
ñòâåííûå ñòîðîíû ïðîïîðöèîíàëüíû. Ñõîäñòâåííûìè ñòîðîíà-
ìè íàçûâàþò ñòîðîíû, ëåæàùèå ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ.

Ìû æåëàåì èçìåðèòü ðàññòîÿíèå îò íàáëþäàòåëÿ â òî÷êå A
äî íåäîñòóïíîãî îáúåêòà â òî÷êå C (cì. ÷åðò. 2.9). Äëÿ ýòîãî íàì

A

B A′

B′

C ′C

×åðòåæ 2.9. Êîñâåííîå èçìåðåíèå ðàññòîÿíèÿ äî íåäîñòóïíîãî
îáúåêòà.

íåîáõîäèìî èçìåðèòü äëèíó AB (áàçèñ) íàèáîëåå òî÷íûì ñïîñî-
áîì. Çàòåì óãëîìåðíûì èíñòðóìåíòîì èçìåðÿåì óãëû CAB è
CBA. Íà ÷åðòåæå íàíîñèì îòðåçîê A′B′. Íà åãî êîíöàõ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì îáðàçîì ñòðîèì èçìåðåííûå óãëû. Ýòî áóäóò âíóò-
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ðåííèå óãëû òðåóãîëüíèêà C ′A′B′. Íàõîäèì òî÷êó C ′ íà ïåðå-
ñå÷åíèè ñòîðîí óãëîâ. Òàê êàê ðàññòîÿíèå AB íàì èçâåñòíî, òî
ìû ìîæåì íàéòè îòíîøåíèå AB

A′B′ = m. Óìíîæèâ äëèíó ñòîðîíû
A′C ′ íàm, ìû íàéäåì ðàññòîÿíèå AC.4 Âûÿñíèì, íà ÷åì îñíîâàí
òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííûé ðàñ÷åò.

Òåîðåìà 2.5. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêà, îáðàçóåò ñ äâóìÿ äðóãèìè ñòîðîíàìè íîâûé òðåóãîëüíèê,
ïîäîáíûé äàííîìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC.5

Îò âåðøèíû B íà ñòîðîíå AB îòìåòèì òî÷êó K. Ïðîâåäåì ÷åðåç

A

B

C

K
M

F

×åðòåæ 2.10. Ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíèêà ïîäîáíîãî äàííîìó.

òî÷êó K ïðÿìóþ KM , ïàðàëëåëüíóþ AC. Ïî òåîðåìå 2.2:

AB

KB
=

BC

BM
.

×åðåç òî÷êó M ïðîâåäåì ïðÿìóþ MF , ïàðàëëåëüíóþ AB. Äî-
êàæåì, ÷òî òðåóãîëüíèê KBM ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC. Ïî
òåîðåìå 2.2:

AC

AF
=

BC

BM
.

4Ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ çàäà÷, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðè-
çíàêîâ ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ, âû ìîæåòå íàéòè â êíèãå ¾Çàíèìàòåëüíàÿ
ãåîìåòðèÿ¿ ß.È.Ïåðåëüìàíà.

5Íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåòñÿ âñå ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäèòü ñàìîñòîÿòåëü-
íî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Âñïîìíèòå, êàê ïîñòðîèòü ïðÿìóþ, ïà-
ðàëëåëüíóþ äàííîé. Óãîëüíèêîì ïîëüçîâàòüñÿ çàïðåùåíî.
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Òàê êàê KM = AF , òî
AB

KB
=

BC

BM
=

AC

KM
.

∠BKM = ∠BAC, ∠BMK = ∠BCA êàê ñîîòâåòñòâåííûå óã-
ëû, îáðàçîâàííûå ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìèKM è AC è ñåêóùè-
ìè AB è BC. ∠ABC � îáùèé óãîë. Òðè óãëà ðàâíû, ñõîäñòâåí-
íûå ñòîðîíû ïðîïîðöèîíàëüíû, çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû.
Ïèøåì: 4KBM ∼ 4ABC.6

Ðàññìîòðèì ïðèçíàêè ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ.

Òåîðåìà 2.6. Òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû, åñëè óãëû îäíîãî ðàâíû
ïîðîçíü óãëàì äðóãîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíû òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ′. ∠BAC =
= ∠B′A′C ′, ∠ABC = ∠A′B′C ′, ∠BCA = B′C ′A′.
Ïóñêàé A′B′ < AB (ñì. ÷åðò. 2.11) Íà ñòîðîíå BA îòëîæèì îòðå-

A

B

C

A′

B′

C ′

A1
C1

×åðòåæ 2.11. Ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè.

çîê BA1, ðàâíûé B
′A′. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ A1C1, ïàðàëëåëüíóþ

AC. Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC
è A1BC1 ïîäîáíû. ∠BA1C1 = ∠BAC, êàê ñîîòâåòñòâåííûå óã-
ëû, îáðàçîâàííûå ñåêóùåé AB è äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè AC è
A1C1. Òîãäà ∠BA1C1 = ∠B′A′C ′. ∠A1BC1 = ∠A′B′C ′. A1B =
= A′B′ ïî ïîñòðîåíèþ. Òðåóãîëüíèêè A1BC1 è A′B′C ′ ðàâíû,
òîãäà 4A′B′C ′ ∼ 4ABC. Òåîðåìà äîêàçàíà.

6×èòàåì: ¾òðåóãîëüíèê KBM ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC¿.
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Ñëåäñòâèå. Òàê êàê òðåòèé óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí ðàçíîñòè
äâóõ ïðÿìûõ è ñóììû äâóõ äðóãèõ óãëîâ, òî äëÿ ïîäîáèÿ òðå-
óãîëüíèêîâ äîñòàòî÷íî ðàâåíñòâà äâóõ óãëîâ. Ïðÿìîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû ïî îäíîìó îñòðîìó óãëó, òàê êàê ïðÿìûå
óãëû ðàâíû.

Çàäà÷à 2.5. Ê äâóì îêðóæíîñòÿì ïðîâåñòè îáùóþ êàñàòåëü-
íóþ. Ðàäèóñû îêðóæíîñòåé è ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè
ñ÷èòàéòå çàäàííûìè (ÌÅ 233.31).

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé. ¾Îò ðóêè¿ íàðèñóåì äâå
îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O è O1, è ïðîâåäåì ê íèì êà-
ñàòåëüíóþ èç òî÷êè M òàê, ÷òî A è A1 � òî÷êè êàñàíèé (ñì.
÷åðò. 2.12). Òðåóãîëüíèêè OAM è O1A1M � ïðÿìîóãîëüíûå è

O O1

A
A1

M

×åðòåæ 2.12. Êàñàòåëüíàÿ ê äâóì îêðóæíîñòÿì.

ïîäîáíûå, òàê êàê ó íèõ îáùèé óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå M . Èç

ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ:
O1M

OM
=
O1A1

OA
.

Ïî ñâîéñòâó ïðîïîðöèè:

O1M −OM
OM

=
O1A1 −OA

OA
èëè

OO1

OM
=
O1A1 −OA

OA
.

Â ýòîì óðàâíåíèè íåèçâåñòíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷è-
íà îòðåçêà OM . ×òîáû íàéòè ðàçíîñòü äâóõ îòðåçêîâ, íóæíî íà
îòðåçêå O1A1 îò òî÷êè A1 îòëîæèòü îòðåçîê, ðàâíûé OA. Ñïî-
ñîá ïîèñêà ÷åòâåðòîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî îòðåçêà OM ìîæåòå
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íàéòè â çàäà÷å 2.2. Íàéäåì òî÷êóM . Äàëåå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðå-
øåíèþ çàäà÷è 1.21 íà ñòðàíèöå 73. Ïîäóìàéòå, â êàêèõ ñëó÷àÿõ
äàííûé ñïîñîá ïðèìåíèòü íåâîçìîæíî?

Òåîðåìà 2.7. Òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû, åñëè óãîë îäíîãî ðàâåí óã-
ëó äðóãîãî, è ñòîðîíû, çàêëþ÷àþùèå ýòîò óãîë, ïðîïîðöèîíàëü-
íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, îïèðàÿñü íà òåîðå-
ìó 2.3.

Çàäà÷à 2.6. ×åðåç äàííóþ òî÷êó A ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BC è DE, íå ïðîäîëæàÿ
ýòè ïðÿìûå äî ïåðåñå÷åíèÿ (ÌÅ 233.25).

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé. Îò ðóêè ïðîäëèì ïðÿìûå
BC è DE è íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ I. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ AI.
Òàê êàê òî÷êà I íàì íå èçâåñòíà, òî íà ïðÿìîé AI íóæíî íàéòè
äðóãóþ òî÷êó, ïóñòü ýòî áóäåò òî÷êà P (ñì. ÷åðò. 2.13). Èç òî÷åê

B

C

D

E

I
A

P

M

K

N

L

×åðòåæ 2.13. Ïîèñê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ BC è DE.

A è P îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû íà BC è DE. Ïîëó÷èì òî÷êè
M è L, K è N . Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KAI è NPI �
ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè, òàê êàê óãîë AIK � îáùèé óãîë. Çíà-
÷èò, AK

PN = AI
PI è ∠IAK = ∠IPN . Àíàëîãè÷íî ïðÿìîóãîëüíûå
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òðåóãîëüíèêè IMA è ILP � ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè, AMPL = AI
PI

è ∠IAM = ∠IPL. ∠MAK = ∠IAM + ∠IAK, ∠LPN = ∠IPL+
+ ∠IPN , ∠MAK = ∠LPN . Òðåóãîëüíèêè MAK è LPN � ïî-
äîáíûå òðåóãîëüíèêè, òàê êàê ó íèõ ðàâíû óãëû è ñòîðîíû, çà-
êëþ÷àþùèå ýòè óãëû, ïðîïîðöèîíàëüíû (AKPN = AM

PL ). Èç ïîäî-
áèÿ òðåóãîëüíèêîâ çàêëþ÷àåì, ÷òî ∠AMK = ∠PLN . Çíà÷èò,
∠KMC = ∠NLC. Ïðÿìûå MK è LN � ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå,
òàê êàê ïåðåñåêàþòñÿ ñåêóùåé BC ïîä îäíèì óãëîì.

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïðèäåì òàê: 1) îïóñòèì èç òî÷êè A ïåðïåí-
äèêóëÿðû íà BC è DE; 2) M è K � îñíîâàíèÿ îïóùåííûõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ; 3) ñîåäèíèì òî÷êè K è M ; 4) ïîñòðîèì ïðÿìóþ
LN , ïàðàëëåëüíóþ MK, òî÷êè L è N � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìîé ñ ïðÿìûìè BC è DE; 5) ÷åðåç òî÷êó N ïðîâåäåì ïðÿìóþ,
ïàðàëëåëüíóþ AK, ÷åðåç òî÷êó L ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëü-
íóþ AM ; 6) íàéäåì òî÷êó P � òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðîâåäåííûõ
ïðÿìûõ; 7) ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè A è P èñêîìóþ ïðÿìóþ.

Òåîðåìà 2.8. Òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû, åñëè òðè ñòîðîíû îäíî-
ãî òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû òðåì ñòîðîíàì äðóãîãî òðå-
óãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 2.7. Ïîñòðîéòå îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû åå êàñà-
ëèñü äâå äàííûå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå è äðóãàÿ äàííàÿ
îêðóæíîñòü (ÌÅ 233.35).

Ðåøåíèå. Äâå ïðÿìûå AB è AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A, äà-
íà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì R. Íàì íóæíî
ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O1 è ðàäèóñîì r òàê,
÷òîáû îíà êàñàëàñü äàííûõ ïðÿìûõ è äàííîé îêðóæíîñòè (ñì.
÷åðò. 2.14). Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé. Îò ðóêè ïðîâåäåì èñêî-
ìóþ îêðóæíîñòü è îòìåòèì åå öåíòð. Èç òî÷êè O1 îïóñòèì ïåð-
ïåíäèêóëÿðû íà AB è AC. Ñîåäèíèì òî÷êè O è O1 îòðåçêîì.

Ïîñòðîèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O1 è ðàäèóñîì O1O.
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r
R O

O1

A

B

C

B1

C1

A1

?

×åðòåæ 2.14. Ïîñòðîåíèå îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ äàííîé
îêðóæíîñòè è äâóõ äàííûõ ïðÿìûõ.

Îíà ïåðåñå÷åò ïåðïåíäèêóëÿðû â òî÷êàõ B1 è C1. O1O = O1C1 =
= O1B1 = r+R. O1C1 ⊥ AC ïî ïîñòðîåíèþ. Çíà÷èò, ðàññòîÿíèå
îò C1 äî AC ðàâíî R. Àíàëîãè÷íî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B1 äî
AB ðàâíî R. ×åðåç B1 è C1 ïðîâåäåì ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå
AB è AC, îíè ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå A1. Öåíòð èñêîìîé îêðóæíî-
ñòè O1 áóäåò ëåæàòü íà áèññåêòðèñå A1A óãëà B1A1C1, òàê êàê
òî÷êà O1 ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí óãëà B1A1C1. Åñëè íàéäåì ïî-
ëîæåíèå òî÷êè O1, òî çàäà÷à áóäåò ðåøåíà. Äëÿ ýòîãî íàì íàäî
ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷åðåç òî÷êó O
è êàñàëàñü ñòîðîí óãëà B1A1C1. Íî êàê ýòî ñäåëàòü? Íàì íåîá-
õîäèìî ðåøèòü åùå îäíó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2.8. Äàíû óãîë è òî÷êà âíóòðè óãëà. Ïîñòðîéòå
îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà êàñàëàñü ñòîðîí óãëà è ïðîõîäèëà
÷åðåç äàííóþ òî÷êó.

Ðåøåíèå. Äàí óãîë BAC. Òî÷êà L ëåæèò âíóòðè óãëà. Òðåáóåò-
ñÿ ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ÷åðåç òî÷êó L òàê, ÷òîáû îíà êàñàëàñü
ñòîðîí AB è AC (ñì. ÷åðò. 2.15). Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé. ¾Îò
ðóêè¿ íà÷åðòèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O, êîòîðàÿ ëåæèò
íà áèññåêòðèñå óãëà BAC. Èç òî÷êè L îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð
LT íà áèññåêòðèñó óãëà BAC è ïðîäëèì åãî äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî
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M

×åðòåæ 2.15. Ïîñòðîåíèå îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ äâóõ çà-
äàííûõ ïðÿìûõ è ïðîõîäèò ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó.

ñòîðîíîé AC â òî÷êåM . Òî÷êà K ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ïåðïåí-
äèêóëÿðà è íà îêðóæíîñòè. Îíà ðàñïîëîæåíà íà òîì æå ðàññòî-
ÿíèè îò òî÷êè T , ÷òî è òî÷êà L, òàê êàê 4LTO = 4KTO ïî
îáùåìó êàòåòó OT è ðàâíûì ãèïîòåíóçàì OL è OK. Òî÷êà N �
òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìîé AC.

Êàæåòñÿ, ÷òî ìû ñíîâà îêàçàëèñü â òóïèêîâîé ñèòóàöèè. Îä-
íàêî, ýòî íå òàê. Äëèíû îòðåçêîâ LM , KM è MN íàõîäÿòñÿ â
îñîáîì ñîîòíîøåíèè. Íàéäåì åãî.

2.4. Äóãà è õîðäà îêðóæíîñòè. Öåí-

òðàëüíûé óãîë. Âïèñàííûé óãîë

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 18. Çàäàéòå
òðè ïðîèçâîëüíûå òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Íàçî-
âèòå èõ A, B, C. Ïðîâåäèòå ÷åðåç âñå òðè òî÷êè îäíó îêðóæ-
íîñòü.7 Ìîæíî ëè ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ÷åðåç òðè òî÷êè, ëå-
æàùèå íà îäíîé ïðÿìîé? Êàê áóäóò ðàñïîëîæåíû òîãäà ñåðå-
äèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû?

7Åñëè âû íå ìîæåòå âûïîëíèòü äàííîå óïðàæíåíèå, òî âåðíèòåñü íà ñòðà-
íèöó 70.
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Ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ îêðóæíîñòüþ, íàçûâàåòñÿ ñå-
êóùåé. Îòðåçîê ñåêóùåé, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè íà îêðóæíî-
ñòè, íàçûâàåòñÿ õîðäîé. Åñëè âû âûïîëíèëè ïðåäûäóùåå óïðàæ-
íåíèå, òî íàéäèòå òðè õîðäû: AB, BC è AC. ×àñòü ëèíèè îêðóæ-
íîñòè, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà äâóìÿ òî÷êàìè, íàçûâàåòñÿ äóãîé.
Äóãó îêðóæíîñòè îáîçíà÷àþò çíàêîì ^. Íàéäèòå äóãè ïîñòðî-
åííîé îêðóæíîñòè: ^ AB, ^ BC, ^ CA. Åñëè ïîñìîòðåòü íà
îïðåäåëåíèå äóãè îêðóæíîñòè, òî âû îòìåòèòå äâå äóãè AB, äâå
äóãè BC è äâå äóãè CA. Åñëè âåäåòñÿ ðå÷ü î äóãå è íå óêà-
çûâàåòñÿ î êàêîé èìåííî, òî ïîäðàçóìåâàþò ìåíüøóþ èç äâóõ.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî äóãà AB ñòÿãèâàåòñÿ õîðäîé AB, ^ BC ñòÿ-
ãèâàåòñÿ õîðäîé BC, ^ CA � õîðäîé CA. Äèàìåòð îêðóæíîñòè
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé èç õîðä, òàê êàê ëþáàÿ õîðäà, íå ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ äèàìåòðîì, ìåíüøå ñóììû äâóõ ðàäèóñîâ, à äâà ðàäèóñà
â ñóììå ñîñòàâëÿþò äèàìåòð.

Çàäà÷à 2.9. Â çàäàííîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O ïî-
ñòðîéòå çàäàííóþ õîðäó òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêàëà äèàìåòð
AB ïîä çàäàííûì óãëîì α (íå ðàâíûì d), à â òî÷êå ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ äèàìåòðîì äåëèëàñü íà äâà îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøå-
íèè m : n (ÌÅ 233.24).

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé (ñì. ÷åðò. 2.16). Çàäàííàÿ
õîðäà CD ïåðåñåêàåò äèàìåòð AB â òî÷êå T ïîä óãëîì α.
∠CTB = α. DTCT = m

n .
Åñëè êàêàÿ-òî ôèãóðà ðàçáèòà â çàäàííîì ñîîòíîøåíèè, òî

íàì íà ïîìîùü ìîãóò ïðèäòè ïîäîáíûå ôèãóðû. Åñëè ïîäîáíûõ
ôèãóð íåò, òî ìû ìîæåì èõ ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ. ×åðåç òî÷êó A ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ õîðäå
CD, êîòîðàÿ ïåðåñå÷åò îêðóæíîñòü â òî÷êå M . Ïðîâåäåì ïðÿ-
ìóþ CO äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîñòðîåííîé ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé â
òî÷êå G. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ DO äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîñòðîåííîé
ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé â òî÷êå F . 4OAG ∼ 4OTC ïî äâóì óã-
ëàì: ∠AOG = ∠TOC êàê âåðòèêàëüíûå óãëû, à ∠OGA = ∠OCT
êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû, îáðàçîâàííûå ñåêóùåé
GC è ïàðàëëåëüíûìè GF è CD. Àíàëîãè÷íî 4OAF ∼ 4OTD,
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×åðòåæ 2.16. Ê çàäà÷å 2.9.

à 4FOG ∼ 4DOC. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ OAG è OTC
çàêëþ÷àåì: OCOG = CT

AG . Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ OAF è OTD:
OD
OF = DT

AF . Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ FOG è DOC: ODOF = OC
OG .

Òîãäà, ïðèðàâíÿâ ïîñëåäíèå òðè ïðîïîðöèè ïîëó÷èì, ÷òî CT
AG =

= DT
AF èëè DT

CT = AF
AG = m

n .
Òàê êàê òðåóãîëüíèê FOG ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó DOC, à

ñòîðîíà DO ðàâíà ñòîðîíå CO êàê ðàäèóñû îäíîé îêðóæíî-
ñòè, òî OF = OG (ó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ïîäîáíûì
ìîæåò áûòü òîëüêî ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê). Òîãäà ëåãêî
âûâîäèòñÿ ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ OAG è OMF ïî äâóì
ñòîðîíàì è óãëó, ëåæàùåìó ïðîòèâ áîëüøåé èç ñòîðîí, à èç
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî MF = AG.
Òîãäà AF−AG

AG = m−n
n = AM

AG .
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è: 1) ÷åðåç êîíåö A äèàìåòðà AB

ïðîâîäèì ïðÿìóþ ïîä óãëîì α; 2) ïðîâåäåííàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åò
îêðóæíîñòü â òî÷êå M ; 3) íàõîäèì âåëè÷èíó îòðåçêà AG êàê
÷åòâåðòóþ ïðîïîðöèîíàëüíóþ: m−n

n = AM
AG ; 4) íàõîäèì òî÷êó

G; 5) îò òî÷êè M (â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êå A) íà
ïðÿìîé AM îòêëàäûâàåì îòðåçîê MF , ðàâíûé îòðåçêó AG; 6)
÷åðåç òî÷êè G è O, F è O ïðîâîäèì äâå ïðÿìûå; 7) äâå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííûõ ïðÿìûõ c îêðóæíîñòüþ äàäóò íàì
èñêîìóþ õîðäó.
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Òåîðåìà 2.9. Äèàìåòð äåëèò ëèíèþ îêðóæíîñòè ïîïîëàì.
Ðàâíûì õîðäàì îäíîé îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóþò ðàâíûå äó-
ãè. Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç öåíòðà îêðóæíîñòè íà õîð-
äó, äåëèò õîðäó è äóãó, ñòÿãèâàåìóþ ýòîé õîðäîé, ïîïîëàì.

O

A
B

C

DO

A
B

C

D

1) 2) K

L

A

B

O K

K ′

3)

×åðòåæ 2.17. 1) Äèàìåòð äåëèò ëèíèþ îêðóæíîñòè ïîïîëàì. 2)
Ðàâíûì õîðäàì îäíîé îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóþò ðàâíûå äóãè.
3) Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç öåíòðà îêðóæíîñòè íà õîðäó,
äåëèò õîðäó è äóãó, ñòÿãèâàåìóþ ýòîé õîðäîé, ïîïîëàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O è äèà-
ìåòðîì AB (ñì. ÷åðò. 2.17(1)). Ëèíèÿ îêðóæíîñòè ïîäåëåíà íà
äâå äóãè AB è BA. Ïðîâåäåì ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè O ïðÿ-
ìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ AB. Ïîñòðîåííàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åò ëè-
íèþ îêðóæíîñòè â òî÷êàõ K è K ′. Ïîâåðíåì äèàìåòð AB âîêðóã
öåíòðà O âìåñòå ñ äóãîé AB è ïåðïåíäèêóëÿðîì OK òàê, ÷òîáû
òî÷êà A ñîâìåñòèëàñü ñ òî÷êîé B. Òàê êàê OB = OA è òî÷êà B
ëåæèò íà îäíîé ïðÿìîé ñ òî÷êîé A, òî òî÷êà B ñîâåñòèòñÿ ñ òî÷-
êîé A. Ïîëóïðÿìàÿ OK ñîâìåñòèòñÿ ñ ïîëóïðÿìîé OK ′, à òî÷êà
K ñîâïàäåò ñ òî÷êîé K ′, òàê êàê OK = OK ′. Äâà êîíöà äâóõ
äóã ñîâìåñòèëèñü, è òàê êàê ñîâìåñòèëèñü åùå è òðåòüè òî÷êè,
òî ñîâìåùàþòñÿ è äóãè. ^ AB =^ BA.

Äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàâíûìè õîðäàìè
AB è CD, ìåíüøèìè äèàìåòðà îêðóæíîñòè (ñì. ÷åðò. 2.17(2)).
4AOB = 4COD ïî òðåì ñòîðîíàì. Ïðîâåäåì áèññåêòðèñû óã-
ëîâ COD è AOB äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äóãàìè îêðóæíîñòè â òî÷êàõ
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K è L ñîîòâåòñòâåííî. Ïîâåðíåì òðåóãîëüíèê COD âìåñòå ñ áèñ-
ñåêòðèñîé OK è äóãîé CD âîêðóã öåíòðà O òàê, ÷òîáû îí ñîâ-
ìåñòèëñÿ ñ òðåóãîëüíèêîì AOB. Òî÷êà B ñîâïàäåò ñ òî÷êîé C,
òî÷êà A � ñ òî÷êîé D. Ïîëóïðÿìàÿ OK ñîâìåñòèòñÿ ñ ïîëóïðÿ-
ìîé OL, à òî÷êà K ñîâïàäåò ñ òî÷êîé L, òàê êàê OK = OL. Äâå
ðàçëè÷íûå îêðóæíîñòè íå ìîãóò èìåòü òðè îáùèå òî÷êè, ïîýòî-
ìó ïðèçíàåì ñîâìåùåíèå äóãè CD è äóãè AB. ^ AB =^ CD.

Äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O è õîðäîé AB (ñì. ÷åðò.
2.17(3)). Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð OD íà õîðäó AB è ïðîäëèì åãî
äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äóãîé AB â òî÷êå C. Ïî òåîðåìå 1.4 OD � ñå-
ðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð, òàê êàê OA = OB. AD = DB = 1

2AB.
Òàê êàê òî÷êà C òàêæå ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå
ê AB, òî õîðäà AC ðàâíà õîðäå CB ïî òåîðåìå 1.3. Ïî âòîðîé
äîêàçàííîé ÷àñòè òåîðåìû ^ AC =^ CB.

Ñëåäñòâèå. Äâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðà äåëÿò îêðóæíîñòü
íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè.

Òåîðåìà 2.10. Â îäíîé îêðóæíîñòè: 1) ðàâíûì äóãàì ñîîò-
âåòñòâóþò ðàâíûå õîðäû, êîòîðûå îäèíàêîâî óäàëåíû îò öåí-
òðà; 2) á�îëüøåé äóãå ñîîòâåòñòâóåò á�îëüøàÿ õîðäà, åñëè äóãà
ìåíüøå ïîëóîêðóæíîñòè; 3) á�îëüøàÿ õîðäà íàõîäèòñÿ áëèæå
ê öåíòðó, ÷åì ìåíüøàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 8 Ïóñòü^ AB =^ CD (ñì. ÷åðò. 2.18(1)). Åñ-
ëè ìû ïîâåðíåì äóãó DC âîêðóã öåíòðà O òàê, ÷òîáû òî÷êà D
ñîâìåñòèëàñü ñ òî÷êîé A, òî, ïî ðàâåíñòâó äóã, òî÷êè C è B òàê-
æå ñîâìåñòÿòñÿ. ÕîðäàDC ñîâìåñòèòñÿ ñ õîðäîé AB, çíà÷èò, îíè
ðàâíû. Åñëè ñîâìåñòèëèñü õîðäû, òî ñîâìåñòÿòñÿ è ñåðåäèííûå
ïåðïåíäèêóëÿðû OP è OM .

Ïóñòü òåïåðü ^ AE >^ CD. Ïåðåìåñòèì äóãó CD òàê, ÷òî-
áû òî÷êà D ñîâïàëà ñ òî÷êîé A. Òî÷êà C ñîâïàäåò ñ òî÷êîé B è
îêàæåòñÿ ìåæäó òî÷êàìè A è E. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð OQ íà

8Äîêàçàòåëüñòâî ïî Äì. Ðîéòìàíó.
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×åðòåæ 2.18. 1) Ðàâíûì äóãàì ñîîòâåòñòâóþò ðàâíûå õîðäû. 2)
Ðàâíûì óãëàì ñîîòâåòñòâóþò ðàâíûå äóãè.

AE è ïðîäëèì åãî äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äóãîé AE â òî÷êå Q′. Ïðî-
äëèì ïåðïåíäèêóëÿð OM äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äóãîé AB, ïîëó÷èì
òî÷êó M ′. ^ AM ′ <^ AQ′, òàê êàê ^ AB <^ AE è ^ AM ′ =
= 1

2AB, è ^ AQ′ = 1
2AE. Òî÷êà N � ìåñòî ïåðåñå÷åíèÿ AQ è

OM . AQ > AN è AN > AM , òîãäà AQ > AM . Òàê êàê AE =
= 2AQ è AB = 2AM , òî õîðäà AE áîëüøå õîðäû AB. Õîðäà AE
áóäåò òàêæå áîëüøå õîðäû CD, òàê êàê AB = CD. OQ < ON ,
ON < OM , çíà÷èò, OQ < OM .

Åñëè âåðøèíà óãëà ëåæèò â öåíòðå îêðóæíîñòè, òî ìû ãîâî-
ðèì ÷òî äàííûé óãîë ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì óãëîì.

Òåîðåìà 2.11. Ðàâíûå öåíòðàëüíûå óãëû îäíîé îêðóæíîñòè
çàêëþ÷àþò ìåæäó ñâîèìè ñòîðîíàìè ðàâíûå äóãè, è îáðàòíî,
ðàâíûì äóãàì ñîîòâåòñòâóþò ðàâíûå öåíòðàëüíûå óãëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óãîë AOB ðàâåí óãëó COD (ñì. ÷åðò. 2.18(2)).
Òðåóãîëüíèê AOB ðàâåí òðåóãîëüíèêó COD ïî äâóì ñòîðîíàì
è óãëó ìåæäó íèìè. AB = DC, òîãäà ïî òåîðåìå 2.9 ^ AB =
=^ DC. Åñëè îáðàòíî, òî ïî òåîðåìå 2.10 õîðäà AB ðàâíà õîðäå
DC, òðåóãîëüíèêè AOB è COD ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì, çíà÷èò,
∠AOB = ∠DOC.
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Òåîðåìà 2.12. Öåíòðàëüíûå óãëû îäíîé îêðóæíîñòè ïðîïîð-
öèîíàëüíû èõ äóãàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé, êîãäà äëèíû
äóã ÿâëÿþòñÿ ñîèçìåðèìûìè âåëè÷èíàìè. Äîïóñòèì, äóãè AB
è CD ÿâëÿþòñÿ ñîèçìåðèìûìè (ñì. ÷åðò. 2.19(1)). Îáùàÿ ìåðà
äóãè AB îòêëàäûâàåòñÿ â íåé m ðàç, à â äóãå CD n ðàç.
Îòíîøåíèå ^AB

^CD áóäåò ðàâíî îòíîøåíèþ m
n . Îòêëàäûâàíèå

îáùåé ìåðû íà äóãå AB, ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî óãîë AOB áóäåò
ðàçáèò íà m ðàâíûõ óãëîâ, à óãîë COD íà n ðàâíûõ óãëîâ.
Îòíîøåíèå âåëè÷èíû óãëà AOB ê âåëè÷èíå óãëà COD ðàâíî
m
n .

^AB
^CD = ∠AOB

∠COD .
2. Â ñëó÷àå íåñîèçìåðèìîñòè äóã AB è CD, äîïóñòèì, ÷òî

O

A

B

C D
A

B

C

D

O
F

M

1) 2)

×åðòåæ 2.19. 1) Ñîèçìåðèìûå äóãè. 2) Íåñîèçìåðèìûå äóãè.

∠AOB
∠COD > ^AB

^CD . Óìåíüøèì çíàìåíàòåëü âî âòîðîé äðîáè òàê,
÷òîáû îíè ñòàëè ðàâíû. Âìåñòî äóãè CD âîçüìåì ìåíüøóþ
äóãó CF òàê, ÷òî ∠AOB

∠COD = ^AB
^CF (ñì. ÷åðò. 2.19(2)). Ðàçäåëèì

äóãó AB íà ðàâíûå ÷àñòè, ìåíüøèå ^ FD. Åñëè íà÷íåì ýòè
÷àñòè îòêëàäûâàòü ïî äóãå CD îò òî÷êè C â íàïðàâëåíèè
òî÷êè D, òî íàñòóïèò òàêîé ìîìåíò, êîãäà êîíåö íîâîé ÷àñòè
óïàäåò ìåæäó òî÷êàìè F è D â òî÷êå M . Äóãà CM áóäåò
ñîèçìåðèìà ñ äóãîé AB. Ïî ïåðâîé äîêàçàííîé ÷àñòè òåîðåìû:
∠AOB
∠COM = ^AB

^CM . Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíþþ è ïåðâóþ ïðîïîðöèè, ìû

ïîëó÷èì: ∠COM
∠COD = ^CM

^CF . Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ∠COM <
< ∠COD, à ^ CM >^ CF . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è
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×åðòåæ 2.20. Âïèñàííûå óãëû è öåíòðàëüíûå óãëû, îïèðàþùè-
åñÿ íà òó æå äóãó.

íåâîçìîæíîñòü âàðèàíòà ∠AOB
∠COD < ^AB

^CD . Îñòàåòñÿ ïðèçíàòü

òîëüêî òî, ÷òî ∠AOB
∠COD = ^AB

^CD .

Âïèñàííûé óãîë � óãîë, âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò íà îêðóæ-
íîñòè, à ñòîðîíàìè ÿâëÿþòñÿ åå õîðäû. Ïîñìîòðèòå íà ÷åðòåæ
2.20. Âïèñàííûé óãîë ABC îïèðàåòñÿ íà äóãó AC, è ýòó æå äóãó
çàêëþ÷àåò è öåíòðàëüíûé óãîë AOC (ýòîò óãîë îòìå÷åí äâóìÿ
äóæêàìè â êàæäîì âàðèàíòå).

Òåîðåìà 2.13. Âïèñàííûé óãîë èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé äóãè, íà
êîòîðóþ îí îïèðàåòñÿ.
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B

C

O
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1) 2) 3)

×åðòåæ 2.21. Âïèñàííûé óãîë ðàâåí ïîëîâèíå öåíòðàëüíîãî óã-
ëà, çàêëþ÷àþùåãî òó æå äóãó.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè O ëåæèò íà ñòîðîíå
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AB âïèñàííîãî óãëà CBA(ñì. ÷åðò. 2.21(1)). ∠COA = ∠ABC +
+ ∠OCB, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì óãëîì òðåóãîëüíèêà CBO.
∠ABC = ∠OCB, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ óãëàìè ïðè îñíîâàíèè
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà COB ñ ðàâíûìè áîêîâûìè ñòîðî-
íàìè OC è OB. ∠COA = 2∠ABC èëè ∠ABC = 1

2∠COA. Óãîë
COA èçìåðÿåòñÿ äóãîé AC, òîãäà óãîë ABC èçìåðÿåòñÿ ïîëîâè-
íîé äóãè AC.
2. Ïóñòü òåïåðü öåíòð îêðóæíîñòè O ëåæèò âíóòðè âïèñàííî-
ãî óãëà ABC, BO ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êå M (ñì. ÷åðò.
2.21(2)). ∠ABC = ∠ABM + ∠MBC. Óãîë ABM èçìåðÿåòñÿ ïî-
ëîâèíîé äóãè AM . Óãîë MBC èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé äóãè MC.
Òîãäà óãîë ABC èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé ñóììû äóã AM è MC.
∠ABC = 1

2∠AOC.
3. Íàêîíåö, åñëè öåíòð îêðóæíîñòè O ëåæèò ñíàðóæè âïèñàí-
íîãî óãëà ABC, ãäå òî÷êà K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé BO ñ
îêðóæíîñòüþ, òî ∠ABC = ∠ABK − ∠CBK (ñì. ÷åðò. 2.21(3)).
∠ABK èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé äóãè AK, à ∠CBK èçìåðÿåòñÿ ïî-
ëîâèíîé äóãè CK; òîãäà ∠ABC èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé ðàçíîñòè
äóã AK è CK: ^AK−^CK

2 = ^AC
2 . ∠ABC = 1

2∠AOC.

Ñëåäñòâèÿ.
1. Âñå âïèñàííûå óãëû, êîòîðûå îïèðàþòñÿ íà ðàâíûå äóãè, ðàâ-
íû ìåæäó ñîáîé.
2. Åñëè âïèñàííûé óãîë � ýòî ïðÿìîé óãîë, òî öåíòðàëüíûé
óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà òó æå äóãó, ðàâåí äâóì ïðÿìûì óãëàì,
è ñòîðîíû öåíòðàëüíîãî óãëà ëåæàò íà äèàìåòðå îêðóæíîñòè.
Âåðøèíà ïðÿìîãî óãëà òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü,
âñåãäà ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à åãî ãèïîòåíóçà ÿâëÿåòñÿ äèàìåò-
ðîì îêðóæíîñòè.

Çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå, â êîòîðûõ åñòü ñòîðîíà è ïðîòèâîëå-
æàùèé åé óãîë, ñêîðåå âñåãî, ðåøàþòñÿ ïîñòðîåíèåì âñïîìîãà-
òåëüíîé îêðóæíîñòè.
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×åðòåæ 2.22. Ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíèêà ïî ñòîðîíå, ïðîòèâîëå-
æàùåìó óãëó è âûñîòå, îïóùåííîé èç âåðøèíû ýòîãî óãëà.

Çàäà÷à 2.10. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî ñòîðîíå a, ïðîòèâî-
ëåæàùåìó óãëó α è âûñîòå h, îïóùåííîé èç âåðøèíû äàííîãî
óãëà íà äàííóþ ñòîðîíó èëè åå ïðîäîëæåíèå.

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé. Íà÷åðòèì òðåóãîëüíèê
ABC, îïóñòèì âûñîòó AH íà äàííóþ ñòîðîíó BC (èëè åå
ïðîäîëæåíèå) è îòìåòèì âåëè÷èíó èçâåñòíîãî óãëà BAC êàê
α (ñì. ÷åðò. 2.22). Îïèøåì îêðóæíîñòü âîêðóã òðåóãîëüíèêà
ABC. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð èç öåíòðà îêðóæíîñòè O íà
ñòîðîíó BC. MO � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð. ∠BOC ðàâåí
2∠BAC, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì óãëîì, çàêëþ÷àþùèì
äóãó BC, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ âïèñàííûé óãîë BAC. ∠MOC =
= ∠BOM = α, òàê êàê OM � áèññåêòðèñà óãëà ïðè âåðøèíå
ðàâíîáîêîãî òðåóãîëüíèêà BOC. Åñëè ìû ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó
C ïðÿìóþ CK, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé OM , òî ∠KCO = ∠MOC
êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû, îáðàçîâàííûå ïàðàë-
ëåëüíûìè MO è KC è ñåêóùåé OC. Íà ïðÿìîé OM îòìåòèì
òî÷êó T òàê, ÷òî MT = h, òîãäà AT ‖ BC, òàê êàê ýòè ïðÿìûå
îòñåêàþò ðàâíûå îòðåçêè AH è MT îò ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
AH è MT .

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è: 1) çàäàííóþ ñòîðîíó äåëèì ïîïî-
ëàì; 2) èç ñåðåäèíû âîññòàíàâëèâàåì ïåðïåíäèêóëÿð; 3) ÷åðåç
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êîíåö ñòîðîíû ïðîâîäèì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ âîññòàíîâëåí-
íîìó ïåðïåíäèêóëÿðó; 4) îòêëàäûâàåì çàäàííûé óãîë íà ýòîé
ïðÿìîé; 5) íàõîäèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñòîðîíû îòëîæåííîãî
óãëà è ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà � öåíòð îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè; 6) ñòðîèì îêðóæíîñòü; 7) îò îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà
îòêëàäûâàåì îòðåçîê, ðàâíûé çàäàííîé âûñîòå; 8) ÷åðåç êîíåö
îòëîæåííîãî îòðåçêà ïðîâîäèì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ çàäàí-
íîé ñòîðîíå; 9) òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííûõ ïàðàëëåëüíîé è
îêðóæíîñòè � ýòî èñêîìàÿ òî÷êà òðåòüåé âåðøèíû òðåóãîëüíè-
êà. Ñàìîñòîÿòåëüíî çàäàéòå óãîë, ñòîðîíó è âûñîòó è ïîñòðîéòå
òðåóãîëüíèê.

Çàäà÷à 2.11. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî óãëó, åãî áèññåêòðèñå
è âûñîòå, îïóùåííîé èç âåðøèíû çàäàííîãî óãëà.

A

B

C

H

IK

×åðòåæ 2.23. Ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíèêà ïî óãëó, âûñîòå è áèññåê-
òðèñå, ïðîâåäåííûõ èç âåðøèíû óãëà.

Ðåøåíèå. Åñëè íå çíàåì êàê ðåøèòü çàäà÷ó, òî ñ÷èòàåì çàäà÷ó
ðåøåííîé. Â òðåóãîëüíèêå ABC èç âåðøèíû óãëà BAC ïðîâåäåì
âûñîòó AH è áèññåêòðèñó AI (ñì. ÷åðò. 2.23). Ó íàñ èìååòñÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê AHI (ïðÿìîé óãîë AHI) è åãî ãèïîòå-
íóçà AI. Åñëè èçâåñòíà ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
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êà, òî ìû ìîæåì ïîñòðîèòü îïèñàííóþ âîêðóã íåãî îêðóæíîñòü
èç öåíòðà ãèïîòåíóçû. Ëèíèÿ îêðóæíîñòè ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ BC
â òî÷êå H, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì îïóùåííîé âûñîòû.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è: 1) ïîñòðîèì çàäàííûé óãîë; 2)
ðàçäåëèì çàäàííûé óãîë ïîïîëàì; 3) îòëîæèì âåëè÷èíó çàäàí-
íîé áèññåêòðèñû; 4) ïîäåëèì ïîñòðîåííûé îòðåçîê ïîïîëàì è èç
åãî ñåðåäèíû ïðîâåäåì ëèíèþ îêðóæíîñòè ðàäèóñîì, ðàâíûì ïî-
ëîâèíå îòðåçêà áèññåêòðèñû; 5) èç âåðøèíû çàäàííîãî óãëà ïðî-
âåäåì îêðóæíîñòü ðàäèóñîì, ðàâíûì çàäàííîé âûñîòå; 6) ìåñòî
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé � ýòî îñíîâàíèå âûñîòû; 7) ÷åðåç
äâå òî÷êè (îñíîâàíèå âûñîòû è îñíîâàíèå áèññåêòðèñû) ïðîâå-
äåì ïðÿìóþ; 8) íàéäåì äâå äðóãèå âåðøèíû èñêîìîãî òðåóãîëü-
íèêà íà ìåñòàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííîé ïðÿìîé è ñòîðîí óãëà.
Ñàìîñòîÿòåëüíî çàäàéòå óãîë, âûñîòó è áèññåêòðèñó è ïîñòðîéòå
òðåóãîëüíèê.

Óïðàæíåíèå 2.1. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî ñòîðîíå, ïðî-
òèâîëåæàùåìó óãëó è ìåäèàíå, ïðîâåäåííîé ê äðóãîé ñòîðîíå.

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé (ñì. ÷åðò. 2.24). Íàì äàíà
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×åðòåæ 2.24. Ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíèêà ïî ñòîðîíå, ïðîòèâîëå-
æàùåìó óãëó è ìåäèàíå, ïðîâåäåííîé ê äðóãîé ñòîðîíå.

ñòîðîíà AC, äàí óãîë ABC è äàí îòðåçîê ìåäèàíû AM . Îïèøåì
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îêðóæíîñòü âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Èç
òî÷êèM âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð. Òàê êàêM ëåæèò íà ñåðå-
äèíå îòðåçêà BC, òî òî÷êà O áóäåò ëåæàòü íà âîññòàíîâëåííîì
ïåðïåíäèêóëÿðå. Òðåóãîëüíèê OMC � ïðÿìîóãîëüíûé, OC �
ãèïîòåíóçà. Òî÷êàM áóäåò ëåæàòü íà îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííîé
èç ñåðåäèíû OC � òî÷êè O′ è íà îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííîé ñ öåí-
òðîì â òî÷êå A è ðàäèóñîì AM . Èç ñåðåäèíû ñòîðîíû AC âîñ-
ñòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð PO. ×åðåç òî÷êó C ïðîâåäåì ïðÿìóþ
CK, ïàðàëëåëüíóþ PO. ∠KCO = ∠POC = 1

2∠AOC = ∠ABC.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è: 1) ðàçäåëèì ñòîðîíó AC ïîïî-

ëàì è ïîëó÷èì òî÷êó P ; 2) èç òî÷êè P âîññòàíîâèì ïåðïåíäè-
êóëÿð; 3) ÷åðåç òî÷êó C ïðîâåäåì ïðÿìóþ CK, ïàðàëëåëüíóþ
âîññòàíîâëåííîìó ïåðïåíäèêóëÿðó; 4) îòëîæèì îò ïàðàëëåëüíîé
ïðÿìîé çàäàííûé óãîë; 5) íàéäåì öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè
íà ïåðåñå÷åíèè ñòîðîíû ïîñòðîåííîãî óãëà è âîññòàíîâëåííîãî
ïåðïåíäèêóëÿðà; 6) îïèøåì îêðóæíîñòü; 7) îòðåçîê OC ðàçäå-
ëèì ïîïîëàì, è èç åãî ñåðåäèíû ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ðàäèóñîì,
ðàâíûì åãî ïîëîâèíå; 8) èç òî÷êè A ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ñ ðà-
äèóñîì, ðàâíûì âåëè÷èíå çàäàííîé ìåäèàíû; 9) íà ïåðåñå÷åíèè
îêðóæíîñòåé íàéäåì îñíîâàíèå ìåäèàíû M ; 10) ÷åðåç òî÷êè C
è M ïðîâåäåì ïðÿìóþ; 11) íàéäåì âåðøèíó B íà ïåðåñå÷åíèè
ýòîé ïðÿìîé è îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè.

Ñàìîñòîÿòåëüíî çàäàéòå ñòîðîíó, ïðîòèâîëåæàùèé óãîë è ìå-
äèàíó. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê.

Óïðàæíåíèå 2.2. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî áèññåêòðèñå,
ìåäèàíå è âûñîòå, îïóùåííûì èç âåðøèíû ýòîãî óãëà.

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé (ñì. ÷åðò. 2.25). Â òðå-
óãîëüíèêå KAC ïðîâåäåì èçâåñòíûå íàì îòðåçêè ìåäèàíû AM ,
áèññåêòðèñû AB è âûñîòû AH. Îïèøåì âîêðóã òðåóãîëüíèêà
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ïðîäëèì áèññåêòðèñó äî
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ â òî÷êå B′. Áèññåêòðèñà óãëà KAC
äåëèò åãî ïîïîëàì, çíà÷èò, äóãó KC òàêæå äåëèò íà äâå ðàâíûå
÷àñòè: ^ KB′ è ^ B′C. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð èç B′ íà KC.
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×åðòåæ 2.25. Ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíèêà ïî áèññåêòðèñå, ìåäèàíå
è âûñîòå.

Òàê êàê õîðäà KC ñòÿãèâàåò äóãó KC, òî îïóùåííûé ïåðïåí-
äèêóëÿð èç B′ áóäåò ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì è ïðîéäåò
÷åðåç îñíîâàíèå ìåäèàíû AM9. Öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè
áóäåò ëåæàòü íà ïðÿìîé B′M . ∠B′MC = d è ∠AHK = d,
çíà÷èò, ïðÿìûå B′M è AH ïàðàëëåëüíû. ∠OB′A = ∠B′AH êàê
âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû, îáðàçîâàííûå ïàðàëëåëü-
íûìè ïðÿìûìè AH è MB′ è ñåêóùåé AB′. ∠OB′A = ∠OAB
êàê óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà B′OA
ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè OB′ è OA. 4AHB � ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê ñ ãèïîòåíóçîé AB.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è: 1) îòêëàäûâàåì íà ïðîèçâîëüíîé
ïðÿìîé îòðåçîê áèññåêòðèñû AB; 2) äåëèì áèññåêòðèñó ïîïîëàì
è ïðîâîäèì èç åå ñåðåäèíû îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì
åå ïîëîâèíå; 3) ñ öåíòðîì â íà÷àëå ïîñòðîåííîé áèññåêòðèñû
ïðîâîäèì îêðóæíîñòü ðàäèóñîì, ðàâíûì âåëè÷èíå äàííîé âû-
ñîòû AH; 4) òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé äàñò íàì âåðøèíó
ïðÿìîãî óãëà � îñíîâàíèå âûñîòû, òî÷êó H; 5) ñòðîèì ïðÿìî-

9Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû íå äîêàçûâàëè, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð ê õîðäå, ïðîõî-
äÿùèé ÷åðåç ñåðåäèíó ñòÿãèâàåìîé äóãè, äåëèò õîðäó ïîïîëàì. Îñòàâëÿåì
ýòî äîêàçàòåëüñòâî ÷èòàòåëþ.
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óãîëüíûé òðåóãîëüíèê AHB; 6) ïðîäëåâàåì ïðÿìóþ BH â îáå
ñòîðîíû; 7) ñ öåíòðîì â òî÷êå A ñòðîèì îêðóæíîñòü ðàäèóñîì,
ðàâíûì äëèíå ìåäèàíû; 8) ïîñòðîåííàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñå÷åò
ïðÿìóþ BH â òî÷êå M ; 9) ÷åðåç òî÷êó M ïðîâåäåì ïðÿìóþ,
ïàðàëëåëüíóþ AH; 10) ïî äðóãóþ ñòîðîíó ïðÿìîé AB îòëîæèì
óãîë, ðàâíûé óãëó BAH; 11) òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñòîðîíû ïî-
ñòðîåííîãî óãëà è ïîñòðîåííîé ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé, òî÷êà O
� ýòî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè; 12) ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì OA; 13) ìåñòà ïðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé
BH è ëèíèè ýòîé îêðóæíîñòè äàäóò íàì äâå äðóãèå âåðøèíû
èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà.

Ñàìîñòîÿòåëüíî çàäàéòå ìåäèàíó, âûñîòó, áèññåêòðèñó è
ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê. Â êàêîì ñëó÷àå áóäåò ìíîæåñòâî
ðåøåíèé?

Çàäà÷à 2.12. Åñëè äâå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ðàâíû, òî
òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé. Äîêàæèòå.10

Ðåøåíèå. Äàí ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC (ñì. ÷åðò. 2.26).
Ïðèìåì, ÷òî ∠BAC < ∠BCA. Âåëè÷èíó óãëà BAC ïðèìåì çà

A

B

C

K
L

T

×åðòåæ 2.26. Äâå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà.

α, âåëè÷èíó óãëà BCA çà β, òîãäà α < β. Èç âåðøèíû óãëà A
ïðîâåäåì áèññåêòðèñó AL. ×åðåç òðè òî÷êè A, L, C ïðîâåäåì
îêðóæíîñòü. Íà ñåðåäèíå äóãè AL îòìåòèì òî÷êó K òàê, ÷òîáû
^ AK =^ KL. Ëó÷ CK ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà LCA è

10Òåîðåìà Øòåéíåðà-Ëåìóñà.
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óãëà BCA. ∠KAL = ∠LCK =
β

2
, êàê âïèñàííûå óãëû, îïèðà-

þùèåñÿ íà îäíó äóãó KL. ∠KAC = ∠KAL + ∠LAC = β
2 + α

2 .

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è α < β, òîãäà β
2 + α

2 <
β
2 + β

2 .

∠KAC < ∠BCA.

Ïî âåëè÷èíàì óãëîâ äåëàåì çàêëþ÷åíèå î âåëè÷èíàõ õîðä,
ñòÿãèâàþùèõ äóãè ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ: CK < AL.

Òàê êàê óãîë BAC ìåíüøå óãëà KAC (α2 + α
2 < β

2 + α
2 ), òî

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõAB èKC ëåæèò íà îòðåçêåKC.KT+
+ TC = KC.

CT < CK < AL.

Ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî áîëüøåìó óãëó ñîîòâåòñòâó-
åò ìåíüøàÿ áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà, à ìåíüøåìó óãëó �
á�îëüøàÿ. Ê àíàëîãè÷íîìó âûâîäó ìû áû ïðèøëè, åñëè áû
ïðèíÿëè ∠BAC > ∠BCA. Ïðè ðàâåíñòâå áèññåêòðèñ ìû ìîæåì
ïðèíÿòü òîëüêî ðàâåíñòâî óãëîâ. Ðàâåíñòâî äâóõ óãëîâ � ýòî
ïðèçíàê ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

Ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàæèòå îáðàòíîå: â ðàâíîáåäðåííîì òðå-
óãîëüíèêå îòðåçêè áèññåêòðèñ óãëîâ ïðè îñíîâàíèè ðàâíû.

Òåîðåìà 2.14. Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ, èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé äóãè, çàêëþ÷åííîé
ìåæäó åãî ñòîðîíàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êà êàñàíèÿ ïðÿìîé AB è îêðóæíîñòè ñ
öåíòðîì â òî÷êå O � òî÷êà B. ×åðåç òî÷êó B ïðîõîäèò õîðäà
DB (ñì. ÷åðò. 2.27(1)). Èç öåíòðà îêðóæíîñòè îïóñòèì ïåðïåí-
äèêóëÿð OI íà õîðäó BD. Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó óãëà IOB ÷åðåç
α, òîãäà óãîë OBI = d− α. Òàê êàê óãîë OBA = d, òî ∠DBA =
= ∠OBA − ∠OBI = d − (d − α) = α = ∠IOB è èçìåðÿåòñÿ
ïîëîâèíîé äóãè DB.
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O

AB

D

I

B

A

C

D
O

1) 2)

×åðòåæ 2.27. 1) Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ, èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé äóãè, çàêëþ÷åííîé
ìåæäó åãî ñòîðîíàìè. 2) Êàñàòåëüíàÿ åñòü ñðåäíÿÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíàÿ ìåæäó ñåêóùåé è åå âíåøíåé ÷àñòüþ.

Òåîðåìà 2.15. Êàñàòåëüíàÿ åñòü ñðåäíÿÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ
ìåæäó ñåêóùåé è åå âíåøíåé ÷àñòüþ.11

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òî÷êè A ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå
O ïðîâåëè êàñàòåëüíóþ AC è ñåêóùóþ AD. Ñåêóùàÿ ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü â òî÷êàõ D è B (ñì. ÷åðò. 2.27(2)). Ðàññìîòðèì òðå-
óãîëüíèêè ABC è ACD. ∠CAD = ∠CAB � îáùèé óãîë â äâóõ
òðåóãîëüíèêàõ. ∠ACB èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé äóãè CB, òàê êàê
AC � êàñàòåëüíàÿ, à CB � õîðäà. ∠CDB èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé
äóãè CB êàê âïèñàííûé óãîë. ∠CDB = ∠ACB. Òðåóãîëüíèê
ABC ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ACD ïî äâóì óãëàì. Èç ïîäîáèÿ
òðåóãîëüíèêîâ ìû ìîæåì âûâåñòè ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

AD

AC
=
AC

AB
èëè AC =

√
AD ·AB.

Íàêîíåö, ìû íàøëè ñîîòíîøåíèå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæåì
ðåøèòü çàäà÷ó 2.8 íà ñòðàíèöå 93. Êàê íàéòè âåëè÷èíó îòðåçêà,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ïðîïîðöèîíàëüíîé äâóõ äðóãèõ âåëè-
÷èí îòðåçêîâ? Â ýòîì íàì ïîìîæåò ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.

11Ñðåäíÿÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ � ýòî âåëè÷èíà, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâ-
ëÿåòñÿ âòîðûì è òðåòüèì ÷ëåíîì ïðîïîðöèè.
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Òåîðåìà 2.16. Êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà � ýòî
ñðåäíÿÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ âåëè÷èíà ìåæäó ãèïîòåíóçîé è îò-
ðåçêîì ãèïîòåíóçû, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó êàòåòîì è âûñîòîé,
ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà.

A

B CD B
D C

A
AB =

√

BC ·BD

AC =

√

BC ·DC

×åðòåæ 2.28. Ñðåäíÿÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ âåëè÷èíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà ABC îïóñòèì âûñîòó AD íà ãèïîòåíóçó BC
(ñì. ÷åðò. 2.28). Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè BAC è BDA. Ýòè
òðåóãîëüíèêè � ïðÿìîóãîëüíûå. Óãîë B � îáùèé. Çàêëþ÷àåì,
÷òî 4BAC ∼ 4BDA. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ èìååì:

BC

AB
=
AB

BD
èëè AB =

√
BC ·BD.

Àíàëîãè÷íûé âûâîä áóäåò è äëÿ êàòåòà AC: AC =
√
BC ·DC.

Åñëè êîíåö îäíîãî îòðåçêà ñîâïàäàåò ñ êîíöîì äðóãîãî, è
ìåíüøèé îòðåçîê ïîëíîñòüþ ëåæèò âíóòðè á�îëüøåãî, òî äëÿ íà-
õîæäåíèÿ èõ ñðåäíåé ïðîïîðöèîíàëüíîé íåîáõîäèìî: 1) íàéòè
ñåðåäèíó á�îëüøåãî îòðåçêà; 2) ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â
íàéäåííîé ñåðåäèíå è ðàäèóñîì, ðàâíûì ïîëîâèíå á�îëüøåãî îò-
ðåçêà; 3) èç êîíöà ìåíüøåãî îòðåçêà, íå ñîâïàäàþùåãî ñ êîíöîì
á�îëüøåãî, âîññòàíîâèòü ïåðïåíäèêóëÿð; 4) íàéòè òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ âîññòàíîâëåííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà è ïîñòðîåííîé îêðóæ-
íîñòè; 5) ñîåäèíèòü íàéäåííóþ òî÷êó ñ îáùåé òî÷êîé äâóõ îò-
ðåçêîâ; 6) ïîñòðîåííûé îòðåçîê è åñòü èñêîìàÿ ñðåäíÿÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíàÿ âåëè÷èíà (ñì. ÷åðò. 2.28).
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Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è 2.8 íà ñòð. 93. Àëãîðèòì ðåøå-
íèÿ çàäà÷è: 1) ïðîâîäèì áèññåêòðèñó óãëà BAC; 2) èç òî÷êè
L îïóñêàåì ïåðïåíäèêóëÿð LT íà áèññåêòðèñó óãëà BAC è
ïðîäîëæàåì åãî äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé óãëà AC â òî÷êåM ;
3) îò òî÷êè T íà ïåðïåíäèêóëÿðå îòìå÷àåì îòðåçîê TK, ðàâíûé
îòðåçêó LT ; 4) íàõîäèì ñðåäíþþ ïðîïîðöèîíàëüíóþ âåëè÷èíó
îòðåçêîâ LM è KM ; 5) îòêëàäûâàÿ íàéäåííóþ âåëè÷èíó îò
òî÷êè M íà ñòîðîíå AC, íàéäåì òî÷êó N ; 6) èç òî÷êè N âîññòà-
íàâëèâàåì ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå óãëà; 7) òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðà è áèññåêòðèñû óãëà äàñò íàì öåíòð èñêîìîé
îêðóæíîñòè. Ïîäóìàéòå, ñêîëüêî îêðóæíîñòåé ìîæíî âïèñàòü
òàêèì ñïîñîáîì.

Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è 2.7 íà ñòð. 92. Àëãîðèòì ðåøå-
íèÿ çàäà÷è: 1) äëÿ êàæäîé ñòîðîíû óãëà BAC, íà ðàññòîÿíèè,
ðàâíîì ðàäèóñó äàííîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O,
ïðîâåäåì ïðÿìûå, èì ïàðàëëåëüíûå: A1B1 è A1C1; 2) èç òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ïðîâåäåì áèññåêòðèñó óãëà
B1A1C1; 3) èç òî÷êè O îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð íà ïîñòðîåí-
íóþ áèññåêòðèñó è íàéäåì öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè O1 ïî
àëãîðèòìó äëÿ çàäà÷è 2.8 íà ñòð. 112; 4) ñîåäèíèì òî÷êè O
è O1, ïîëó÷èì òî÷êó êàñàíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé; 5) ïðîâåäåì
èñêîìóþ îêðóæíîñòü.

Òåîðåìà 2.17. Äâå ñåêóùèå, ïðîâåäåííûå èç îäíîé òî÷êè âíå
îêðóæíîñòè, äåëÿòñÿ â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ
òàê, ÷òî äëèíû ñåêóùèõ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû ñâîèì
âíåøíèì îòðåçêàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñìîòðèòå ÷åðòåæ 2.29. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
AC
AE = AD

AB èëè AC · AB = AE · AD. Íàéäèòå è ðàññìîòðèòå ïî-
äîáíûå òðåóãîëüíèêè. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 2.13. Îïèñàòü îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà
÷åðåç äàííûå òî÷êè A è B è êàñàëàñü äàííîé îêðóæíîñòè (ÌÅ
233.33).
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ABC

D

E

×åðòåæ 2.29. Äâå ñåêóùèå, ïðîâåäåííûå èç îäíîé òî÷êè âíå
îêðóæíîñòè.

A

B
O

KK ′

B′

A′

F

×åðòåæ 2.30. Îïèñàòü îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷å-
ðåç äàííûå òî÷êè A è B è êàñàëàñü äàííîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O (ñì. ÷åðò. 2.30).
Òàêæå äàíû òî÷êè A è B, ÷åðåç êîòîðûå äîëæíà ïðîéòè èñêî-
ìàÿ îêðóæíîñòü. Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé. ¾Îò ðóêè¿ ïðîâå-
äåì îêðóæíîñòü ÷åðåç òî÷êè A è B òàê, ÷òîáû îíà êàñàëàñü äàí-
íîé îêðóæíîñòè â òî÷êå K. ×åðåç ïðîèçâîëüíûå òî÷êè A′ è B′

íà äàííîé îêðóæíîñòè ïðîâåäåì ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû îíà ïåðå-
ñåêëàñü ñ ïðÿìîé AB â òî÷êå F . FB è FB′ � ñåêóùèå, FK �
êàñàòåëüíàÿ ê îáåèì îêðóæíîñòÿì. FK2 = FB′ · FA′ è FK2 =
= FB · FA. FB′ · FA′ = FB · FA. Òî÷êè A′, B′, A, B ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè íà ñåêóùèõ FB è FB′.12

12Ýòî óòâåðæäåíèå îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó, îáðàòíóþ òåîðåìå 2.17. Äîêà-
çàòåëüñòâî îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.
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Ðàçâîðà÷èâàåì ðåøåíèå çàäà÷è â îáðàòíîì ïîðÿäêå: 1) âîñ-
ñòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð èç ñåðåäèíû îòðåçêà AB; 2) âûáåðåì íà
ïåðïåíäèêóëÿðå òàêóþ òî÷êó, ÷òîáû ïîñòðîåííàÿ îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â ýòîé òî÷êå ïåðåñåêàëà äàííóþ îêðóæíîñòü â íåêîòî-
ðûõ òî÷êàõ A′, B′ è ïðîõîäèëà ÷åðåç äàííûå òî÷êè A è B; 3)
ïðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êè A′ è B′, è íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ F ñ ïðÿìîé AB; 4) èç òî÷êè F ïðîâåäåì äâå êàñàòåëüíûå ê
äàííîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O; 5) îòìåòèì òî÷êè êàñà-
íèé K è K ′; 6) ïðîâåäåì èñêîìóþ îêðóæíîñòü ÷åðåç òðè òî÷êè
A, B è K (èëè A, B è K ′).

Çàäà÷à 2.14. Îïèñàòü îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà
÷åðåç äàííóþ òî÷êó A è êàñàëàñü äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé, íå
èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê (ÌÅ 233.36).

M

K

T

L

P

N

V

O

A

B

D

R

×åðòåæ 2.31. Îïèñàòü îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷å-
ðåç äàííóþ òî÷êó A è êàñàëàñü äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé, íå
èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê.

Ðåøåíèå. Äàíû îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ K è T , äàíà
òî÷êà A. Íàäî ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó A îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû
îíà êàñàëàñü äàííûõ îêðóæíîñòåé.
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Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé. Ïðîâåäåì èñêîìóþ îêðóæíîñòü,
îòìåòèì åå öåíòð O è òî÷êè êàñàíèÿ P è V (ñì. ÷åðò. 2.31).
Ïðîâåäåì äâå ïðÿìûå: îäíó ÷åðåç öåíòðû äâóõ îêðóæíîñòåé,
à äðóãóþ ÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ P è V . Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
äâóõ ïîñòðîåííûõ ïðÿìûõ � ýòî òî÷êà M . Òî÷êà L � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé PV è îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå K.
∠KLP = ∠KPL êàê óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà. ∠KPL = ∠V PO êàê âåðòèêàëüíûå óãëû, àíàëî-
ãè÷íî ∠V PO = ∠PV O. ∠PV O = ∠MV T . Òðåóãîëüíèê MLK
ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó MV T , òàê êàê ó íèõ äâà ðàâíûõ óãëà
(∠KLM = ∠MV T , ∠TMV � îáùèé). Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíè-
êîâ: MK

MT = KL
TV . KL ‖ TV , òàê êàê îíè ïåðåñåêàþò îäíó ïðÿìóþ

ML ïîä îäíèì óãëîì. KL è TV � èçâåñòíûå íàì ðàäèóñû
äàííûõ îêðóæíîñòåé. Ïðÿìàÿ MK ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â òî÷êå T â òî÷êå N è îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå
K â òî÷êàõ D è R.

ÒðåóãîëüíèêèDKL èNTV � ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè.
∠DKL = ∠NTV , òàê êàê KL ‖ TV , è îíè ïåðåñåêàþòñÿ ñåêóùåé
MD. Óãëû ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû,
çíà÷èò, óãëû ïðè îñíîâàíèè òàêæå ðàâíû. ∠KDL = ∠TNV .
Òðåóãîëüíèêè MDL è MNV � ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè. ML

MV =

= MD
MN èëè ML · MN = MV · MD. Ïî ñâîéñòâó ñåêóùèõ ê

îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå K: MD · MR = ML · MP .
Ïåðåìíîæàåì äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà:ML ·MN · (MD ·MR) =
= MV ·MD · (ML ·MP ). MN ·MR = MV ·MP. Åñëè MR è
MP ïðèìåì çà ñåêóùèå íåêîòîðîé îêðóæíîñòè, òî òî÷êè R, N ,
P , V ëåæàò íà îäíîé ëèíèè îêðóæíîñòè.

MV ·MP = MB ·MA ïî ñâîéñòâó ñåêóùèõ ê îêðóæíîñòè
â òî÷êå O. MN ·MR = MB ·MA, çíà÷èò, òî÷êè R, N, A, B
òàêæå ëåæàò íà îäíîé ëèíèè îêðóæíîñòè.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è: 1) ñîñòàâëÿåì îòíîøåíèå KL
TV =

= MK
MT èëè KL−TV

TV = KT
MT (âñïîìíèòå çàäà÷ó 2.5 íà ñòð. 90); 2) ïî

ñîñòàâëåííîìó îòíîøåíèþ íàõîäèì ÷åòâåðòóþ ïðîïîðöèîíàëü-
íóþ MT (ñì. çàäà÷ó 2.2 íà ñòð. 79); 3) ïðîäëåâàåì ïðÿìóþ KT
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è îò òî÷êè T îòêëàäûâàåì íàéäåííóþ âåëè÷èíó îòðåçêà MT ;
4) îòìå÷àåì òî÷êó M ; 5) íàõîäèì òî÷êè R è N íà ïåðåñå÷åíèè
ëèíèè öåíòðîâ KT è ëèíèé äâóõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè â
òî÷êàõ K è T ; 6) ÷åðåç äàííóþ òî÷êó A è äâå íàéäåííûå òî÷êè
R è N ïðîâîäèì ëèíèþ îêðóæíîñòè (âñïîìíèòå, êàê ïîñòðîèòü
îêðóæíîñòü ïî òðåì òî÷êàì); 7) íà ýòîé îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ
òàêæå òî÷êà B; 8) ñîåäèíèì ïðÿìîé òî÷êè A è M � íàéäåì òî÷-
êó B; 9) çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðîâåäåíèþ ëèíèè îêðóæíîñòè ÷åðåç
äâå çàäàííûå òî÷êè òàê, ÷òîáû îíà åùå êàñàëàñü è çàäàííîé
îêðóæíîñòè (ñì. çàäà÷ó 2.13 íà ñòð. 112).

Çàäà÷à 2.15. Îïèñàòü îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà
÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó A è êàñàëàñü îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â
òî÷êå J è ïðÿìîé BC (ÌÅ 233.37).

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé. Ïðîâåäåì èñêîìóþ îêðóæ-
íîñòü c öåíòðîì â òî÷êå O. Ñîåäèíèì öåíòðû êàñàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé îòðåçêîì OJ . Òî÷êà T � òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæ-
íîñòåé. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû OK è JL èç öåíòðîâ íà
ïðÿìóþ BC (ñì. ÷åðò. 2.32). Ïåðïåíäèêóëÿð JL ïåðåñåêàåò

A
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C

J

K

L

O

M

N

T
V

T ′

×åðòåæ 2.32. Îïèñàòü îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷å-
ðåç òî÷êó A è êàñàëàñü îêðóæíîñòè J è ïðÿìîé BC.

îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå J â òî÷êàõ N è V . Ñîåäèíèì
òî÷êè N è K. Ïðÿìàÿ NK ïåðåñå÷åò OJ â íåêîòîðîé òî÷êå
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T ′. 4KOT ′ ∼ 4NJT ′ ïî äâóì óãëàì (∠KT ′O = ∠NT ′J êàê
âåðòèêàëüíûå óãëû, ∠OKT ′ = ∠JNT ′ êàê âíóòðåííèå íàêðåñò
ëåæàùèå, îáðàçîâàííûå ñåêóùåé NK è ïàðàëëåëüíûìè OK
è NL). Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ: OT ′

JT ′ = OK
JN . OK

JN = OT
JT êàê

îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ äâóõ îêðóæíîñòåé. Òî÷êà T ′ äåëèò îòðåçîê
ëèíèè öåíòðîâ OJ â òîì æå ñîîòíîøåíèè, ÷òî è òî÷êà êàñàíèÿ
T . Çíà÷èò, òî÷êè T ′ è T � îäíà òî÷êà.

∠TJV = 2∠TNV , êàê öåíòðàëüíûé è âïèñàííûé óãëû, îïè-
ðàþùèåñÿ íà îäíó äóãó. Òðåóãîëüíèê TJV � ðàâíîáåäðåííûé

òðåóãîëüíèê. ∠JTV = (2d−∠TJV )
2 = d − 1

2∠TJV = d − ∠TNV =
= d − ∠NTJ , ò.å. ∠NTJ + ∠JTV = ∠NTV = d. Òðåóãîëüíèê
NTV � ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.
4NTV ∼ 4NLK, òàê êàê ó íèõ îáùèé îñòðûé óãîë KNL.

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ: NKNV = NL
NT èëè NK ·NT = NL ·NV .

Ñîåäèíèì òî÷êó A ñ òî÷êîé N . NK è NA � äâå ñåêóùèå
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. NK ·NT = NA ·NM . Òàê êàê
NK · NT = NL · NV , òî NA · NM = NL · NV . Òî÷êè A, V , L,
M ëåæàò íà îäíîé ëèíèè îêðóæíîñòè.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è: 1) èç öåíòðà îêðóæíîñòè J
îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð JL íà ïðÿìóþ BC; 2) ïðîäëèì ïîñòðî-
åííûé ïåðïåíäèêóëÿð è íàéäåì òî÷êè N , V ; 3) ñîåäèíèì òî÷êè
A è N ; 4) ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ÷åðåç òðè òî÷êè A, V è L; 5)
íà ìåñòå ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííîé îêðóæíîñòè è ïðÿìîé AN
íàéäåì òî÷êó M ; 6) çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ çàäà÷è 2.13 íà
ñòð. 112. Ñàìîñòîÿòåëüíî çàäàéòå îêðóæíîñòü, òî÷êó, ïðÿìóþ,
è ðåøèòå çàäà÷ó.

Êîíòðîëüíîå óïðàæíåíèå 3.

1. Ñàìîñòîÿòåëüíî çàäàéòå îòðåçîê è ðàçäåëèòå åãî â îòíî-
øåíèè 4 : 3.
2. Çàäàéòå îòðåçîê a è îòðåçîê b òàê, ÷òîáû b ≤ 1

2a. Îòðåçîê
a ïðîèçâîëüíî ðàçäåëèëè íà äâå ÷àñòè. Ïðèìèòå îòðåçîê b çà
ñðåäíþþ ïðîïîðöèîíàëüíóþ äâóõ ÷àñòåé îòðåçêà a è íàéäèòå
èõ. Îáúÿñíèòå ïî÷åìó îòðåçîê b äîëæåí áûòü ìåíüøå èëè
ðàâåí ïîëîâèíå îòðåçêà a.
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3. Ïîñòðîéòå äâà îòðåçêà, çíàÿ èõ ðàçíîñòü d è ñðåäíþþ
ïðîïîðöèîíàëüíóþ ìåæäó íèìè m (ÌÅ 233.12).
4. Äàíà òî÷êà M , ëåæàùàÿ âíóòðè óãëà BAC. Ïîñòðîéòå
îòðåçîê MN òàê, ÷òîáû ñòîðîíà óãëà äåëèëà îòðåçîê MN â
òàêîì îòíîøåíèè: MN

NL = m
n . Òî÷êà L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

îòðåçêà MN è ñòîðîíû óãëà (ÌÅ 233.17).*13

5. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî òðåì ìåäèàíàì.*14

6. ×åðåç òî÷êó M âíóòðè îêðóæíîñòè ïðîâåñòè õîðäó òàê,
÷òîáû îíà äåëèëàñü â îòíîøåíèè m : n (ÌÅ 233.21).*15

7. Â îêðóæíîñòè äàíû äâà ðàäèóñà OA è OB. Ïîñòðîéòå õîðäó
òàê, ÷òîáû îíà äåëèëàñü ðàäèóñàìè íà òðè ðàâíûå ÷àñòè (ÌÅ
233.22).*16

8. Äàí óãîë BAC è òî÷êà P ìåæäó åãî ñòîðîíàìè. Äàí ïðî-
èçâîëüíûé òðåóãîëüíèê DEF . Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê MNP
òàê, ÷òîáû îí áûë ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó DEF , à òî÷êè M è
N ëåæàëè íà äâóõ ñòîðîíàõ óãëà BAC (ÌÅ 233.28).*17

9. Äàíû äâå òî÷êè è ïðÿìàÿ, ÷åðåç íèõ íå ïðîõîäÿùàÿ. Ïî-
ñòðîéòå îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷åðåç äâå
çàäàííûå òî÷êè è êàñàëàñü äàííîé ïðÿìîé.
10. Îïèøèòå îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà êàñàëàñü ïðÿìîé PQ
è äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé ñ ðàäèóñàìè R è r. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó öåíòðàìè äàííûõ îêðóæíîñòåé áîëüøå R + r (ÌÅ

13Ñ÷èòàéòå çàäà÷ó ðåøåííîé. ×åðåç òî÷êó M ïðîâåäèòå ïðÿìóþ, ïàðàë-
ëåëüíóþ ñòîðîíå óãëà.

14Ñ÷èòàéòå çàäà÷ó ðåøåííîé. Ïðîäëèòå îäíó ìåäèàíó îò åå îñíîâàíèÿ íà
òðåòüþ ÷àñòü. Ñîåäèíèòå êîíåö ïîñòðîåííîãî îòðåçêà ñ âåðøèíîé òðåóãîëü-
íèêà. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ñîåäèíÿþùèé îòðåçîê.

15Ñ÷èòàéòå çàäà÷ó ðåøåííîé. Îäèí êîíåö õîðäû ñîåäèíèòå ïðÿìîé ñ öåí-
òðîì îêðóæíîñòè, à ÷åðåç äðóãîé êîíåö ïðîâåäèòå ïàðàëëåëüíóþ åé ïðÿ-
ìóþ. Íàéäèòå ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè.

16Ñ÷èòàéòå çàäà÷ó ðåøåííîé. ×åðåç òî÷êè A è B ïðîâåäèòå ïðÿìóþ.
17Îïèøèòå íà ñòîðîíå DF äóãó, ñîèçìåðèìóþ ñ óãëîì CAP . Îïèøèòå íà

ñòîðîíå EF äóãó, ñîèçìåðèìóþ ñ óãëîì BAP . Äóãè ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå F
è íåêîòîðîé íîâîé òî÷êå O. Ïîñòðîéòå îòðåçêè OD, OE, OF . Íàéäèòå íà
ñòîðîíàõ óãëà BAC òî÷êè M è N òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ:
OD
AM

= OF
AP

è OE
AN

= OF
AP

.
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233.38).*18

11. Ïîñòðîéòå îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà êàñàëàñü òðåõ
äàííûõ îêðóæíîñòåé ðàäèóñàìè ñ R1, R2, R3. Äàííûå îêðóæ-
íîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ (ÌÅ 233.39).
12. Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû äåëÿòñÿ íà ÷àñòè, îáðàòíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíûå. AB è CD � äâå õîðäû îäíîé îêðóæíîñòè. M
� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ õîðä. Äîêàæèòå, ÷òî AM

MC = MD
MB .

13. Áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà äåëèò ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðî-
íó íà ÷àñòè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòîðîíàì óãëà. Äîêàæèòå.*19

14. Â äàííûé óãîë α âïèøèòå îêðóæíîñòü äàííîãî ðàäèóñà
R.*20

15. Âíóòðåííÿÿ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ ê äâóì îêðóæíîñòÿì �
ýòî ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê äâóì îêðóæíî-
ñòÿì, à îêðóæíîñòè ëåæàò ïî ðàçíûå îò íåå ñòîðîíû. Ê äâóì
äàííûì îêðóæíîñòÿì ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O è O1 ïîñòðîé-
òå âíóòðåííþþ îáùóþ êàñàòåëüíóþ. Ðàäèóñû îêðóæíîñòåé è
ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè çàäàéòå ñàìîñòîÿòåëüíî (ñì.
÷åðò. 2.33).
16. Äàí òðåóãîëüíèê ABC (ñì. ÷åðò. 2.34). Îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â òî÷êå O � âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòü,
ãäå òî÷êè M , N , P � òî÷êè êàñàíèé. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì

18Ñ÷èòàéòå çàäà÷ó ðåøåííîé. Ïðîâåäèòå èç öåíòðà èñêîìîé îêðóæíîñòè
íîâóþ îêðóæíîñòü òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷åðåç öåíòð ìåíüøåé èçâåñò-
íîé îêðóæíîñòè. Ïîñòðîéòå ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ PQ, òàê, ÷òîáû îíà êà-
ñàëàñü íîâîé îêðóæíîñòè.

19Ïðîäëèòå ëèíèþ áèññåêòðèñû. Îïóñòèòå íà íåå ïåðïåíäèêóëÿðû èç äâóõ
äðóãèõ âåðøèí. Íàéäèòå äâå ïàðû ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ è ðàññìîòðèòå
èõ.

20Ïåðâûé âàðèàíò: ïîñòðîèòü âïèñàííóþ îêðóæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðà-
äèóñà, è íàéòè ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû óãëà äî öåíòðà èñêîìîé îêðóæíîñòè
êàê ÷åòâåðòóþ ïðîïîðöèîíàëüíóþ. Âòîðîé âàðèàíò: ïîñòðîèòü ïðîèçâîëü-
íóþ âïèñàííóþ îêðóæíîñòü; èç öåíòðà ïðîèçâîëüíîé îêðóæíîñòè ïðîâåñòè
îêðóæíîñòü èñêîìîãî ðàäèóñà; ïðîâåñòè ê íåé êàñàòåëüíûå ïðÿìûå, ïàðàë-
ëåëüíûå ñòîðîíàì óãëà; ðàññìîòðåòü ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè, è íàéòè ÷åìó
ðàâíî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ïðîèçâîëüíîé îêðóæíîñòè ê öåíòðó èñêîìîé
îêðóæíîñòè.
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O

O1

R

R1

?

×åðòåæ 2.33. Ïîñòðîéòå âíóòðåííþþ îáùóþ êàñàòåëüíóþ.

â òî÷êå O1 � âíåøíå âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü,21 ãäå òî÷êè G,
L, K � òî÷êè êàñàíèé. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê AK ðàâåí
ïîëóïåðèìåòðó p òðåóãîëüíèêà ABC è AM = p − BC (ÌÅ
270.14).

A

B

C

O

O1

K

L

G

M

N

P

×åðòåæ 2.34. Âïèñàííàÿ è âíåøíå âïèñàííàÿ îêðóæíîñòè.

17. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî åãî ïåðèìåòðó 2p, îäíîìó èç
óãëîâ α è ðàäèóñó âïèñàííîé îêðóæíîñòè r (ÌÅ 271.10).
18. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê òàê, ÷òîáû îòðåçîê, äåëÿùèé îäèí
èç åãî óãëîâ ïîïîëàì, áûë ðàâåí b; âûñîòà, îïóùåííàÿ èç âåð-
øèíû ýòîãî óãëà, áûëà ðàâíà h; ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè
áûë ðàâåí R (ÌÅ 271.11).

21Îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ âíåøíå âïèñàííîé (âíåâïèñàííîé) â òðåóãîëüíèê,
åñëè îíà êàñàåòñÿ îäíîé åãî ñòîðîíû è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.
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2.5. Òåîðåìà Ïèôàãîðà

Åùå ðàç âçãëÿíåì íà ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ âû-
ñîòîé AD (ñì. ÷åðò. 2.35(1)). Îòìåòèì, ÷òî 4ADC ∼ 4BAC:
BC
AC = AC

DC , AC
2 = BC ·DC. 4BDA ∼ 4BAC: BCAB = AB

BD , AB
2 =

= BC ·BD. Ñëîæèì êâàäðàòû êàòåòîâ: AC2+AB2 = BC ·DC+
+BC ·BD = BC · (BD +DC) = BC2.

BC2 = AC2 +AB2.

Òåîðåìà 2.18 (Òåîðåìà Ïèôàãîðà). Êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí
ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ.

A

B CD A

B

CD A

B

C D1) 2)

×åðòåæ 2.35. 1) Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. 2) Îñòðûé óãîë
òðåóãîëüíèêà è âûñîòà, îïóùåííàÿ èç âåðøèíû äðóãîãî óãëà.

Çíàÿ äâå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ìû âñåãäà
ìîæåì íàéòè òðåòüþ.

Äàâàéòå íàéäåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñòîðîíàìè îñòðîóãîëü-
íîãî è òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêîâ. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, â
êîòîðîì óãîë A � îñòðûé óãîë.22 Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð BD
íà ñòîðîíó AC (ñì. ÷åðò. 2.35(2)). BC2 = BD2+DC2, à â ïðÿìî-
óãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ADB: BD2 = AB2 − AD2. DC = AC −
−AD, çíà÷èò, DC2 = (AC −AD)2 = AC2 +AD2 − 2 ·AC ·AD.

BC2 = (AB2 −AD2) + (AC2 +AD2 − 2 ·AC ·AD);

BC2 = AB2 +AD2 − 2 ·AC ·AD.
Àíàëîãè÷íûé âûâîä áóäåò, åñëè îïóùåííàÿ âûñîòà áóäåò ëåæàòü
âíå òðåóãîëüíèêà ABC.

22Íàïîìíèì, îñòðûé óãîë � óãîë, ìåíüøèé ïðÿìîãî óãëà.
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Âî âñÿêîì êîñîóãîëüíîì23 òðåóãîëüíèêå êâàäðàò ñòîðîíû,
ëåæàùåé ïðîòèâ îñòðîãî óãëà, ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ
äðóãèõ ñòîðîí áåç óäâîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ îñíîâàíèÿ íà îò-
ðåçîê îò âåðøèíû îñòðîãî óãëà äî îñíîâàíèÿ âûñîòû.

Äëÿ êâàäðàòà ñòîðîíû, ëåæàùåé ïðîòèâ òóïîãî óãëà òðå-
óãîëüíèêà, âåðíî ñëåäóþùåå: êâàäðàò ñòîðîíû, ëåæàùåé ïðî-
òèâ òóïîãî óãëà,24 ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí
ïëþñ óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå îñíîâàíèÿ íà îòðåçîê îò âåðøèíû
òóïîãî óãëà äî îñíîâàíèÿ âûñîòû.25

Âåðíî è îáðàòíîå: óãîë òðåóãîëüíèêà áóäåò îñòðûé, ïðÿìîé
èëè òóïîé, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áóäåò ëè êâàäðàò ïðîòèâî-
ëåæàùåé ñòîðîíû ìåíüøå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ ñòî-
ðîí, ðàâåí ýòîé ñóììå èëè áîëüøå íåå.26 Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò
ïî âåëè÷èíàì òðåõ ñòîðîí ñóäèòü î òîì, ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèê
îñòðîóãîëüíûì, ïðÿìîóãîëüíûì èëè òóïîóãîëüíûì.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 19. Äà-

íû îòðåçêè a è c. Íàéäèòå îòðåçîê x, êîòîðûé ðàâåí a2

c .
Ïîäñêàçêà: x

a = a
c . Ïîñòðîéòå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ

ãèïîòåíóçîé c è êàòåòîì a. Îïóñòèòå âûñîòó. Äîãàäûâàå-
òåñü, ãäå íàéòè x?

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 20. Äàíû
îòðåçêè a è b. Íàéäèòå êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2− ax+
+ b2 = 0 â âèäå îòðåçêîâ. Ïîäñêàçêà: a2 ±

√
a2

4 − b2. Ïîñòðîéòå
îêðóæíîñòü äèàìåòðîì a. Îòìåòüòå, ÷òî åå ðàäèóñ ðàâåí a

2 .
Íà ðàññòîÿíèè b ïðîâåäèòå ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ äèàìåòðó.

Ïîñòðîéòå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòîì
√

a2

4 − b2.

Íàéäèòå íà äèàìåòðå îòðåçîê, ðàâíûé a
2+
√

a2

4 − b2, è îòðåçîê,

ðàâíûé a
2 −

√
a2

4 − b2.

23Òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì íåò ïðÿìîãî óãëà.
24Òóïîé óãîë � óãîë, áîëüøèé ïðÿìîãî è ìåíüøèé ñóììû äâóõ ïðÿìûõ.
25Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñ îñòðûì óãëîì.
26Äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî.



Ãëàâà 3.

Âûïóêëûé

÷åòûðåõóãîëüíèê.

Ïëîùàäü. Îòíîøåíèå

äëèíû îêðóæíîñòè ê åå

äèàìåòðó

3.1. Âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê

×åòûðåõóãîëüíèêîì íàçûâàþò ïëîñêóþ çàìêíóòóþ ôèãóðó,
îãðàíè÷åííóþ ÷åòûðüìÿ ïðÿìûìè. ×åòûðåõóãîëüíèê íàçûâàåò-
ñÿ âûïóêëûì, åñëè îí âåñü ðàñïîëîæåí ïî îäíó ñòîðîíó îò êàæ-
äîé ñâîåé ñòîðîíû. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âûïóêëûå
÷åòûðåõóãîëüíèêè. Îêðóæíîñòü âïèñàíà â ÷åòûðåõóãîëüíèê, åñ-
ëè îíà êàñàåòñÿ âñåõ åãî ñòîðîí. Îêðóæíîñòü îïèñàíà îêîëî ÷å-
òûðåõóãîëüíèêà, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû âñåõ åãî óã-

123
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ëîâ. Íà ÷åðòåæå 3.1(1) ïîêàçàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, âîêðóã

A

B C

D

1) 2)

A

B C

D

M

K

×åðòåæ 3.1. ×åòûðåõóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü.

êîòîðîãî îïèñàíà îêðóæíîñòü. Âïèñàííûé óãîë BAD îïèðàåò-
ñÿ íà äóãó BCD è èçìåðÿåòñÿ åå ïîëîâèíîé. Âïèñàííûé óãîë
BCD îïèðàåòñÿ íà äóãó BAD è èçìåðÿåòñÿ åå ïîëîâèíîé. Òàê
êàê äâå äóãè BCD è BAD ñîñòàâëÿþò îêðóæíîñòü, òî ñóììà óã-
ëîâ BCD è BAD ñîñòàâëÿåò 4d

2 = 2d. Ñóììà óãëîâ ABC è ADC
òàêæå ðàâíà 2d. Âûâîä: åñëè ñóììà ïðîòèâîëåæàùèõ óãëîâ ÷å-
òûðåõóãîëüíèêà ðàâíà 2d, òî âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìîæíî
îïèñàòü îêðóæíîñòü.1

Òåîðåìà 3.1. Âî âñÿêîì âïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðîèçâå-
äåíèå äèàãîíàëåé2 ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí.3

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, âïèñàííûé â
îêðóæíîñòü. Îòðåçêè AC è BD � äâå äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà ABCD. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî AC · BD = (AB · CD) +
+ (AD ·BC) (ñì. ÷åðò. 3.1(2)).

1Äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî.
2Äèàãîíàëüþ ÷åòûðåõóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåð-

øèíû äâóõ óãëîâ, íå ïðèëåæàùèõ ê îäíîé ñòîðîíå.
3Òåîðåìà Ïòîëîìåÿ.
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Îò ñòîðîíû CD èç âåðøèíû C îòëîæèì óãîë, ðàâíûé óãëó
BCA. Ïîñòðîåííûé ëó÷ ïåðåñå÷åò äèàãîíàëü BD â òî÷êå K.
∠KCD = ∠BCA. ∠BAC = ∠BDC, òàê êàê îíè îïèðàþòñÿ
íà îäíó äóãó. Òðåóãîëüíèêè ABC è DKC � ïîäîáíûå òðå-
óãîëüíèêè ïî äâóì ðàâíûì óãëàì. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ:
AC
AB = DC

DK .
4ACD ∼ 4BCK, òàê êàê ∠ACD = ∠ACK + ∠KCD =

= ∠ACK+∠BCA = ∠BCK. ∠CAD = ∠CBD êàê îïèðàþùèåñÿ
íà îäíó äóãó. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ: ACAD = BC

BK .

AC ·DK = AB ·DC;

AC ·BK = AD ·BC;

AC · (DK +BK) = AB ·DC +AD ·BC;

AC ·BD = AB ·DC +AD ·BC.

Òåîðåìà 3.2. Âî âñÿêîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå, â êîòîðûé âïèñàíà
îêðóæíîñòü, ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû ìåæäó
ñîáîé.

A

B
C

D

O

K

L

M

A

B

C

D
O

K

1) 2)

T

×åðòåæ 3.2. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ÷åòûðåõóãîëüíèê.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê
ABCD ñî âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ñ öåíòðîì â òî÷êå O (ñì.
÷åðò. 3.2(1)). Èç öåíòðà îêðóæíîñòè îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû
OK, OL, OM , OT íà ñòîðîíû AB, BC, CD è AD. Ñîåäèíèì
îòðåçêàìè òî÷êó O ñ òî÷êàìè B è C. Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëü-
íèêè BKO è BLO ðàâíû ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå. KB = BL.
Àíàëîãè÷íî LC = CM , MD = DT , AK = AT .

AK +KB + CM +MD = AT +BL+ LC +DT ;

AB + CD = BC +AD.

Îáðàòíî. Âî âñÿêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê, â êîòîðîì ñóììû ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû, ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì AB + CD = BC +
+AD. Ìû ìîæåì âïèñàòü îêðóæíîñòü c öåíòðîì â òî÷êå O òàê,
÷òîáû îíà êàñàëàñü ñòîðîí BC, CD, AD. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâå-
ñòè áèññåêòðèñû óãëîâ BCD è CDA, òîãäà öåíòð îêðóæíîñòè O
áóäåò ëåæàòü íà ïåðåñå÷åíèè ýòèõ áèññåêòðèñ (ñì. ÷åðò. 3.2(2)).
Äîïóñòèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ îêðóæíîñòü O íå êàñàåòñÿ ñòîðîíû
AB. Èç òî÷êè B ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ BK ê îêðóæíîñòè. Ïî
òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìå: BK +CD = BC +KD. Òàê êàê
AB < BK +AK, ïîëó÷àåì:

(BK + CD) +AB < (BC +KD) + (BK +AK);

AB + CD < BC + (AK +KD).

Ýòîò âûâîä ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Íàì îñòàåòñÿ ïðè-
çíàòü, ÷òî îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ è ñòîðîíû AB.

Ðàçáåðåì îòäåëüíûå âèäû âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.
Âñå, ÷òî ìû äîêàçàëè äëÿ âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ âîîáùå,
áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ ðàçëè÷íûõ èõ âèäîâ.
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3.2. Òðàïåöèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1. Òðàïåöèÿ � ýòî ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòî-
ðîãî äâå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, à äâå äðóãèå ñòîðîíû íå ïàðàë-
ëåëüíû.

Äâå íåïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû íàçûâàþòñÿ áîêîâûìè ñòîðîíà-
ìè òðàïåöèè.

Çàäà÷à 3.1. Ïîñòðîèòü òðàïåöèþ ïî ÷åòûðåì äàííûì ñòîðî-
íàì.

A

B
C

DK

a

b

c

d

d− b

×åðòåæ 3.3. Ïîñòðîåíèå òðàïåöèè ïî ÷åòûðåì ñòîðîíàì.

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé. Íàì äàíà òðàïåöèÿABCD.
AB = a, BC = b, CD = c, AD = d, AD ‖ BC (ñì. ÷åðò. 3.3). ×åðåç
âåðøèíó C ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ AB. Îíà ïåðåñå÷åò
ïðÿìóþ AD â òî÷êå K. AB = KC, òîãäà, ÷òîáû íàéòè òî÷êó C,
íåîáõîäèìî ñ öåíòðîì â òî÷êåK ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ðàäèóñîì,
ðàâíûì a, è ñ öåíòðîì â òî÷êå D ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ðàäèó-
ñîì, ðàâíûì c. Íà ïåðåñå÷åíèè îêðóæíîñòåé íàéäåì òî÷êó C.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è: 1) íà ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé îòìå-
÷àåì îòðåçîê AD âåëè÷èíîé d; 2) íà îòðåçêå AD íàõîäèì îòðåçîê
KD êàê ðàçíîñòü îòðåçêîâ d è b; 3) èç òî÷êè D ïðîâîäèì îêðóæ-
íîñòü ðàäèóñîì c, èç òî÷êè K ïðîâîäèì îêðóæíîñòü ðàäèóñîì a;
4) íà ïåðåñå÷åíèè îêðóæíîñòåé íàéäåì òî÷êó C; 5) ÷åðåç òî÷êó
C ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ AD; 6) îò òî÷êè C, ñ ðàñ-
òâîðîì öèðêóëÿ âåëè÷èíîé b, îòìåòèì íà ïðîâåäåííîé ïðÿìîé
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òî÷êó B â ñòîðîíó ê òî÷êå A; 7) ñîåäèíèì òî÷êè, òðàïåöèÿ ïî-
ñòðîåíà.

Åñëè d−b áîëüøå a+c, òî òî÷êó C íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü.

Âûñîòîé òðàïåöèè íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, êîòîðûé îïó-
ùåí èç òî÷êè îäíîé èç ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí íà äðóãóþ. Ïîñëåä-
íÿÿ ñòîðîíà òîãäà íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì.

Çàäà÷à 3.2. Ïîñòðîèòü òðàïåöèþ ïî îñíîâàíèþ, âûñîòå è
äâóì äèàãîíàëÿì.

A

B C

DK

L

d1d2

a

h

×åðòåæ 3.4. Ïîñòðîåíèå òðàïåöèè ïî îñíîâàíèþ, âûñîòå è äèà-
ãîíàëÿì.

Ðåøåíèå. Äàíî îñíîâàíèå òðàïåöèè a, äàíû äèàãîíàëè d1 è d2 è
âûñîòà h. Ñ÷èòàåì çàäà÷ó ðåøåííîé. ABCD � èñêîìàÿ òðàïå-
öèÿ. Èç òî÷êè K íà îñíîâàíèè âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð KL.
KL = h.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è: 1) íà ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé îòëî-
æèì îòðåçîê AD, ðàâíûé a; 2) èç òî÷åê A è D ïðîâåäåì îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñàìè d2 è d1; 3) èç ëþáîé òî÷êè íà ïðÿìîé AD âîñ-
ñòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð è îòëîæèì íà íåì âåëè÷èíó çàäàííîé
âûñîòû, ïîëó÷èì òî÷êó L; 4) ÷åðåç òî÷êó L, ïðîâåäåì ïðÿìóþ,
ïàðàëëåëüíóþ AD, â ìåñòàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòÿìè íàé-
äåì òî÷êè B è C.

Åñëè áîêîâûå ñòîðîíû òðàïåöèè ðàâíû, òî îíà íàçûâàåòñÿ
ðàâíîáîêîé èëè ðàâíîáåäðåííîé. Ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàæèòå, ÷òî
óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíû. Â ëþáîé ðàâ-
íîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, è, î÷å-
âèäíî, ÷òî ìû ìîæåì ïðîâåñòè ïðÿìóþ, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî
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áóäåò ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèþ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà è
áóäåò êàñàòåëüíîé ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ, â êîòîðóþ âîçìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

Çàäà÷à 3.3. Åñëè â ðàâíîáîêóþ òðàïåöèþ âïèñàíà îêðóæ-
íîñòü, òî äèàìåòð îêðóæíîñòè áóäåò ñðåäíåé ïðîïîðöèîíàëü-
íîé ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè òðàïåöèè. Äîêàæèòå.

Ðåøåíèå. Íàì äàíû ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ABCD (AB = DC,
AD ‖ BC) è âïèñàííàÿ â íåå îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O
(ñì. ÷åðò. 3.5). Òî÷êà N � òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè

A

B

C

D

O K
L M

N

×åðòåæ 3.5. Äèàìåòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ðàâíîáîêóþ òðà-
ïåöèþ � ñðåäíÿÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ñòî-
ðîíàìè.

è áîêîâîé ñòîðîíû òðàïåöèè DC. Ïðîäëèì áîêîâûå ñòîðîíû äî
ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå K. KO � áèññåêòðèñà óãëà AKD, êîòîðàÿ
ïåðåñå÷åò AD â òî÷êå L. ∠KAD = ∠KDA êàê óãëû ïðè îñíîâà-
íèè ðàâíîáîêîé òðàïåöèè. Òðåóãîëüíèê AKD � ðàâíîáåäðåííûé
òðåóãîëüíèê. KL ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà AKD è âûñîòîé,
îïóùåííîé èç âåðøèíû K íà ñòîðîíó AD. Òàê êàê òî÷êà O ëå-
æèò íà KL, òî OL ⊥ AD, à òàê êàê AD ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê
îêðóæíîñòè, òî òî÷êà L ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ. Åñëè ìû ïðî-
äëèì ïåðïåíäèêóëÿð OL, òî îí ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ BC â òî÷êåM
ïîä ïðÿìûì óãëîì, òàê êàê AD ‖ BC. OM ⊥ BC. Àíàëîãè÷íî
òî÷êà M � òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O è
ñòîðîíû BC. Òàê êàê òî÷êà M ëåæèò íà ïåðïåíäèêóëÿðå LO, à
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òî÷êè L è O íà áèññåêòðèñå KL, òî òî÷êà M òàêæå ëåæèò íà
áèññåêòðèñå KL. 4KLD ∼ 4KNO ∼ 4KMC, òàê êàê ýòî ïðÿ-
ìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ñ îáùèì îñòðûì óãëîì. Èç ïîäîáèÿ
òðåóãîëüíèêîâ: LD

NO = KL
KN ,

NO
MC = KN

KM . Òàê êàê KL � ñåêóùàÿ,

à KN � êàñàòåëüíàÿ ê îäíîé îêðóæíîñòè, òî KL
KN = KN

KM . Ñëå-

äîâàòåëüíî, LD
NO = NO

MC . Ìîæåì çàïèñàòü òàê: 2LD
2NO = 2NO

2MC èëè
AD
2NO = 2NO

BC .

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 21. Äèàãîíà-
ëè ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíû. Äîêàæèòå.

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè � ýòî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðå-
äèíû áîêîâûõ ñòîðîí.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 22. Ñðåäíÿÿ
ëèíèÿ òðàïåöèè ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì è ðàâíà èõ ïîëóñóììå.
Äîêàæèòå.4

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 23. Â ïðîèç-
âîëüíîé òðàïåöèè ñåðåäèíû îñíîâàíèé, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèà-
ãîíàëåé è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå.5

3.3. Ïàðàëëåëîãðàìì, ðîìá, ïðÿìî-

óãîëüíèê, êâàäðàò

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïàðàëëåëîãðàìì � ýòî ÷åòûðåõóãîëüíèê, â
êîòîðîì ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 24. Ïîëüçó-
ÿñü îïðåäåëåíèåì ïàðàëëåëîãðàììà ïîñòðîéòå åãî ñ ïîìîùüþ
öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

4Ñïåðâà äîêàæèòå, ÷òî îíà ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì. Âñïîìíèòå òåìó
ïðî ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè. Îïóñòèòå äâå âûñîòû è ðàññìîòðèòå ïîäîá-
íûå òðåóãîëüíèêè.

5Íàéäèòå ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè ïî äâóì óãëàì è ðàññìîòðèòå èõ.
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Âûñîòîé ïàðàëëåëîãðàììà íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, îïó-
ùåííûé èç òî÷êè îäíîé èç ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí íà äðóãóþ. Ïî-
ñëåäíÿÿ ñòîðîíà íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì ïàðàëëåëîãðàììà.

Òåîðåìà 3.3. Âî âñÿêîì ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû è ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ðàâíû, ñóììà äâóõ ñîñåäíèõ
óãëîâ ðàâíà 2d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïðîâåäèòå â
ïàðàëëåëîãðàììå äèàãîíàëè è ðàññìîòðèòå ïîñòðîåííûå òðå-
óãîëüíèêè.

Òåîðåìà 3.4. Åñëè â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû ïîïàðíî ðàâíû èëè òîëüêî äâå ñòîðîíû ðàâíû è
ïàðàëëåëüíû, òî òàêîé ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëî-
ãðàììîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäèòå â ÷åòûðåõóãîëüíèêå äèàãîíàëü è
äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Âñïîìíèòå òåìó ïðî âûïóêëûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè è ïîäóìàé-
òå, êîãäà â ïàðàëëåëîãðàìì ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ðîìá � ýòî ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âñå
ñòîðîíû ðàâíû.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 25. Ïîëü-
çóÿñü îïðåäåëåíèåì ðîìáà, ïîñòðîéòå åãî è âïèøèòå â íåãî
îêðóæíîñòü.

Êîãäà âîêðóã ïàðàëëåëîãðàììà ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü?

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïðÿìîóãîëüíèê � ýòî ïàðàëëåëîãðàìì, ó
êîòîðîãî óãëû ïðÿìûå.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 26. Ïîëüçó-
ÿñü îïðåäåëåíèåì ïðÿìîóãîëüíèêà, ïîñòðîéòå åãî è îïèøèòå
âîêðóã íåãî îêðóæíîñòü.
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Êîãäà â ïðÿìîóãîëüíèê âîçìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü?

Îïðåäåëåíèå 3.5. Êâàäðàò � ýòî ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî
âñå ñòîðîíû ðàâíû.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 27. Ïîëüçó-
ÿñü îïðåäåëåíèåì êâàäðàòà, ïîñòðîéòå åãî. Îïèøèòå âîêðóã
íåãî îêðóæíîñòü è âïèøèòå â íåãî îêðóæíîñòü.

×åðòåæ 3.6. Ïàðàëëåëîãðàìì, ðîìá, ïðÿìîóãîëüíèê è êâàäðàò.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 28. Ñóììà
êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ
âñåõ åãî ñòîðîí. Äîêàæèòå.

3.4. Èçìåðåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ïðÿ-

ìîëèíåéíûõ ôèãóð

Ãåîìåòðèÿ áóêâàëüíî ¾âçîøëà¿ íà ïî÷âå, íàíåñåííîé ðàçëè-
âàìè ðåêè Íèë. Ãðå÷åñêèé èñòîðèê Ãåðîäîò â V âåêå äî íàøåé
ýðû ñîîáùàåò, ÷òî åãèïòÿíå ïðè ðàñïðåäåëåíèè çåìåëüíûõ ïëî-
ùàäåé îòêðûëè íåêîòîðûå èñòèíû ãåîìåòðèè.6

6Ãðå÷åñêîå ñëîâî ¾ãåîìåòðèÿ¿ îçíà÷àåò ¾çåìëåìåðèå¿.
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Ïëîùàäü � âåëè÷èíà ïîâåðõíîñòè. Èçìåðèòü ïëîùàäü � çíà-
÷èò íàéòè îòíîøåíèå å¼ ê ïëîùàäè, êîòîðóþ ïðèíèìàåì çà åäè-
íèöó ìåðû. Çà åäèíèöó ìåðû ïëîùàäè ïðèíèìàåòñÿ ïëîùàäü
êâàäðàòà, ñòîðîíà êîòîðîãî ïðèíÿòà çà åäèíèöó äëèíû. Ñëåäó-
þùèå ïîëîæåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ çà î÷åâèäíûå:
1) åñëè îäíà ôèãóðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äðóãîé, òî åå ïëîùàäü
ìåíüøå ïëîùàäè öåëîé ôèãóðû;
2) åñëè ôèãóðà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ôèãóð, òî åå ïëîùàäü ðàâ-
íà ñóììå ïëîùàäåé ñîñòàâëÿþùèõ åå ôèãóð;
3) äâå ôèãóðû, ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ñîîòâåòñòâåííî
ðàâíûõ ôèãóð, èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè.

Çàäà÷à 3.4. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, âûñîòà è îñ-
íîâàíèå êîòîðîãî ñîèçìåðèìû ñ åäèíèöåé äëèíû.

Ðåøåíèå. Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ABCD (ñì. ÷åðò. 3.7(1)). Åãî âû-
ñîòà è îñíîâàíèå ñîèçìåðèìû ñ åäèíèöåé äëèíû. Äîïóñòèì, åäè-
íèöà äëèíû ñîäåðæèòñÿ â îñíîâàíèè m ðàç, à â âûñîòå n ðàç.
Ðàçäåëèì âûñîòó íà n îòðåçêîâ è ÷åðåç êîíåö êàæäîãî îòðåç-
êà ïðîâåäåì ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñíîâàíèþ. Ðàññìîòðèì îò-
äåëüíî îäèí èç n ïîñòðîåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ðàçäåëèì åãî
îñíîâàíèå íà m ðàâíûõ îòðåçêîâ, è ÷åðåç êîíåö êàæäîãî îòðåç-
êà ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ âûñîòå. Ðàññìàòðèâàåìûé
ïðÿìîóãîëüíèê ðàçáèëñÿ íà m ðàâíûõ êâàäðàòîâ. Ñòîðîíà êàæ-
äîãî èç êâàäðàòîâ ðàâíà åäèíèöå äëèíû, òîãäà ïëîùàäü êàæäîãî
èç êâàäðàòîâ S ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ïëîùàäè. Íàõîäèì, ÷òî ïëî-
ùàäü äàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ m íà n. Êàê
ñëåäñòâèå, ïëîùàäü ïðîèçâîëüíîãî êâàäðàòà áóäåò âûðàæàòüñÿ
÷åðåç êâàäðàò åãî ñòîðîíû.

Ïóñòü âûñîòà ïðÿìîóãîëüíèêà íåñîèçìåðèìà ñ åäèíèöåé äëè-
íû, à îñíîâàíèå ñîèçìåðèìî è ñîäåðæèò m åäèíèö äëèíû (ñì.
÷åðò. 3.7(2)). Ïëîùàäü êâàäðàòà ñ ýòîé åäèíèöåé äëèíû áóäåò
åäèíèöåé ïëîùàäè. Áóäåì îòêëàäûâàòü åäèíèöó äëèíû âäîëü
âûñîòû AB n ðàç. Åñëè ïðè n+ 1 îòëîæåíèè ìû ¾ïåðåøàãíåì¿
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A

B C

Dm

n

S A

B′
B
B′′

C ′
C
C ′′

DS

m

n

n+ 1

1) 2)

×åðòåæ 3.7. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà.

òî÷êó B, òî òîãäà îñòàíîâèìñÿ. Òî÷êó, ïîëó÷åííóþ ïðè n-îì îò-
ëîæåíèè, îòìåòèì êàê B′, à ïðè (n+ 1) � B′′.

m× n < ïëîùàäü ABCD

ïëîùàäü S
< m× (n+ 1).

Ðàçäåëèì åäèíèöó äëèíû íà ïðîèçâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî l ðàâ-
íûõ ÷àñòåé. Áóäåì îòêëàäûâàòü ýòè ÷àñòè íà âûñîòå äî òåõ ïîð,
ïîêà íå ¾ïåðåøàãíåì¿ òî÷êó B. ×èñëî äî ¾ïåðåøàãèâàíèÿ¿ îáî-
çíà÷èì êàê x, òîãäà:

m× x

l
<
ïëîùàäü ABCD

ïëîùàäü S
< m× x+ 1

l
.

Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà l, ïëîùàäü ABCD7

áóäåò ÿâëÿòüñÿ òåì ïðåäåëîì,8 ê êîòîðîìó ñòðåìÿòñÿ ïëîùàäè
AB′C ′D è AB′′C ′′D. Åñëè âåëè÷èíó âûñîòû ïðÿìîóãîëüíèêà
ABCD îáîçíà÷èì ÷åðåç h, ê êîòîðîé ñòðåìÿòñÿ îòíîøåíèÿ
x
l è x+1

l , òî ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 3.4,
ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ ñëó÷àÿ íåñîèçìåðèìîñòè âûñîòû ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà ñ åäèíèöåé äëèíû. Ê àíàëîãè÷íîìó âûâîäó ìû

7Âìåñòî ¾ïëîùàäü ABCD¿ áóäåì ïèñàòü SABCD.
8Ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ê êîòîðîé ïðèáëèæàåòñÿ ïåðåìåííàÿ òàê, ÷òî ðàç-

íîñòü ìåæäó íèìè ìîæåò áûòü ñäåëàíà ìåíüøå ëþáîé ïðîèçâîëüíî çàäàííîé
âåëè÷èíû, íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ýòîé ïåðåìåííîé âåëè÷èíû.
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ïðèäåì, åñëè îñíîâàíèå áóäåò íåñîèçìåðèìî ñ åäèíèöåé äëèíû
èëè îñíîâàíèå è âûñîòà âìåñòå.

Çàäà÷à 3.5. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïðîèçâîëüíîãî ïàðàëëåëîãðàì-
ìà.

Ðåøåíèå. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD (ñì. ÷åðò. 3.8(1)), îïó-
ñòèì âûñîòû BH1 è CH2 èç âåðøèí B è C íà îñíîâàíèå AD. Ïðÿ-

A

B C

DH1 H2

1) 2)

×åðòåæ 3.8. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà.

ìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AH1B è DH2C � ðàâíûå òðåóãîëü-
íèêè ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó. Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíè-
êîâ çàêëþ÷àåì, ÷òî è ïëîùàäè, çàíèìàåìûå èìè, òàêæå ðàâíû.
S4AH1B = S4DH2C .

SABCD = S4AH1B + SH1BCD;

SH1BCD = SH1BCH2 − S4DH2C ;

SABCD = S4AH1B + (SH1BCH2
− S4DH2C) = SH1BCH2

;

SABCD = BH1 ×BC = BH1 ×AD.

Èòàê, ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âûñîòû
íà îñíîâàíèå. Åñëè âûñîòà è îñíîâàíèå îäíîãî ïàðàëëåëîãðàììà
ðàâíû âûñîòå è îñíîâàíèþ äðóãîãî, òî èõ ïëîùàäè ðàâíû9 (ñì.
÷åðò. 3.8(2)).

Çàäà÷à 3.6. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.



136

A

B

C

D

H

×åðòåæ 3.9. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Äàí òðåóãîëüíèê ABC (ñì. ÷åðò. 3.9). ×åðåç âåðøèíó
B ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå AC, ÷åðåç âåðøè-
íó C � ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå AB. Ïîñòðîåííûå ïðÿ-
ìûå ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå D. ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì, AB =
= DC, BD = AC. 4DBC = 4ABC ïî òðåì ñòîðîíàì, S4DBC =
= S4ABC . Ïëîùàäè äâóõ ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñîñòàâëÿþò ïëî-
ùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ñ îñíîâàíèåì AC è âûñîòîé BH. Çíà÷èò,
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî îñíîâà-
íèÿ íà âûñîòó:

S4ABC =
AC ×BH

2
.

Ñëåäñòâèÿ:
1. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ïàðàëëåëî-
ãðàììà, èìåþùåãî ñ íèì îáùåå îñíîâàíèå è âûñîòó.
2. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðî-
èçâåäåíèÿ åãî êàòåòîâ.
3. Äâà òðåóãîëüíèêà, èìåþùèå îäèíàêîâîå îñíîâàíèå è îäèíàêî-
âóþ âûñîòó, ðàâíîâåëèêè.
4. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ñ ðàâíûìè âûñîòà-
ìè ðàâíî îòíîøåíèþ îñíîâàíèé, íà êîòîðûå ýòè âûñîòû îïóùå-
íû. Åñëè ó òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû îñíîâàíèÿ, òî îòíîøåíèÿ èõ
ïëîùàäåé ðàâíî îòíîøåíèþ âûñîò, îïóùåííûõ íà ýòè îñíîâà-
íèÿ.
5. Ïëîùàäè ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ îòíîñÿòñÿ êàê êâàäðàòû

9Ôèãóðû, ïëîùàäè êîòîðûõ ðàâíû, íàçûâàþòñÿ ðàâíîâåëèêèìè.
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ñõîäñòâåííûõ ñòîðîí èëè êàê êâàäðàòû ñõîäñòâåííûõ âûñîò (âû-
ñîò, îïóùåííûõ íà ñõîäñòâåííûå ñòîðîíû). Äîêàæèòå ñàìîñòîÿ-
òåëüíî.

Çàäà÷à 3.7. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò ãèïîòå-
íóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ. Äîêàæèòå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Ïèôàãîðà.10 Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê BAC ñ ïðÿìûì
óãëîì A (ñì. ÷åðò. 3.10). Íà êàæäîé ñòîðîíå ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-

A

B
C

D

K

L M

N

E
F

G

×åðòåæ 3.10. Òåîðåìà Ïèôàãîðà.

óãîëüíèêà ïîñòðîèì êâàäðàòû BKLA,MACN è BEGC. Èç âåð-
øèíû A ïðÿìîãî óãëà òðåóãîëüíèêà îïóñòèì âûñîòó AD è ïðî-
äëèì åå äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé EG êâàäðàòà BEGC â òî÷êå
F . 4ABE = 4KBC, òàê êàê AB = KB, BC = BE, ∠KBC =
= d + ∠ABC = ∠ABE. Äåëàåì âûâîä, ÷òî S4ABE = S4KBC .
S4KBC = 1

2SLKBA, òàê êàê ó íèõ îáùåå îñíîâàíèå KB è âûñî-
òà, îïóùåííàÿ èç âåðøèíû C íà ïðÿìóþ KB, ðàâíà âûñîòå AB.

10Ïèôàãîðîâà òåîðåìà òàêæå íîñèò íàçâàíèå magister matheseos, ïîòîìó
êàê ðàíåå îíà ïðåäëàãàëàñü â óíèâåðñèòåòàõ íà ìàãèñòåðñêèõ ýêçàìåíàõ.
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Àíàëîãè÷íî S4ABE = 1
2SBEFD, òàê êàê ó íèõ îáùåå îñíîâàíèå

BE è ðàâíû âûñîòû, îïóùåííûå íà íåãî èëè åãî ïðîäîëæåíèå.
1
2SLKBA = 1

2SBEFD èëè SLKBA = SBEFD. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî SMACN = SDFGC . SBEGC = SBEFD + SDFGC .

SBEGC = SKBAL + SMACN èëè BC2 = AB2 +AC2.

Åñëè äâà êàòåòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 3 è 4,
òî ãèïîòåíóçà áóäåò ðàâíà 5 (52 = 32 + 42).11 Òåîðåìó, îáðàòíóþ
òåîðåìå Ïèôàãîðà, äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 3.8. Îïðåäåëèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÷åðåç åãî ñòî-
ðîíû.

Ðåøåíèå. Ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷è ïîâòîðèì ðàçäåë 2.5 íà ñòð.
121. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Óãîë A � îñòðûé óãîë. Èç âåðøèíû

A

B

C
D

1)

A

B C

D

M N

K

2)

F
a b

c

×åðòåæ 3.11. Òðåóãîëüíèê è òðàïåöèÿ.

B îïóñòèì âûñîòó BD íà AC (ñì. ÷åðò. 3.11(1)). AB îáîçíà÷èì
êàê a, BC � êàê b, AC � êàê c. BD2 = a2 −AD2.

b2 = a2 + c2 − 2 · c ·AD èëè AD = a2+c2−b2
2c .

BD2 = a2 − (a2+c2−b2)2
4c2 .

11Ýòî ôîðìóëà ¾åãèïåòñêîãî òðåóãîëüíèêà¿.
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BD2 =
4a2c2 − (a2 + c2 − b2)2

4c2
.

BD2 =
(2ac+ a2 + c2 − b2)(2ac− a2 − c2 + b2)

4c2
.

Óïðîñòèì âûðàæåíèÿ â êàæäîé ñêîáêå:
(2ac+ a2 + c2 − b2) = ((a+ c)2 − b2) = (a+ c+ b)(a+ c− b).
(2ac− a2 − c2 + b2) = (b2 − (a− c)2) = (b+ a− c)(b− a+ c).

BD2 =
(a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c)(b+ c− a)

4c2
.

BD =

√
(a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c)(b+ c− a)

2c
.

S4ABC =
BD · c

2
=

√
(a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c)(b+ c− a)

4
.

Ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â äðóãîì âèäå. Îáîçíà-
÷èì ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ÷åðåç p, òîãäà a+ b+ c = 2p.

a− b+ c = 2p− 2b.
a+ b− c = 2p− 2c.
b+ c− a = 2p− 2a.

S4ABC =

√
2p · 2(p− b) · 2(p− c) · 2(p− a)

4
.

S4 =
√
p · (p− a) · (p− b) · (p− c).

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íîñèò èìÿ Ãåðîíà Àëåêñàíäðèéñêîãî.

Çàäà÷à 3.9. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïðîèçâîëüíîé òðàïåöèè.

Ðåøåíèå. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD (ñì. ÷åðò. 3.11(2)). Ïðîâåäåì â
íåé ñðåäíþþ ëèíèþ MN . Îïóñòèì âûñîòó BK.

Ïðîâåäåì äèàãîíàëü AC, êîòîðàÿ ïåðåñå÷åò MN â òî÷êå F .
4ACD ∼ 4FCN , AD = 2FN , S4ACD = 1

2 ·BK ·AD = BK ·FN .
4ABC ∼ 4AMF , BC = 2MF , S4ABC = 1

2 ·BK ·BC = BK ·MF .

SABCD = BK ·MF +BK · FN = BK ·MN.
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Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âûñîòû íà ñðåäíþþ ëè-
íèþ. Ïîìíèì, ÷òî ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ðàâíà ïîëóñóììå îñ-
íîâàíèé.

Çàäà÷à 3.10. Âûðàçèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã
òðåóãîëüíèêà, ÷åðåç åãî ñòîðîíû è åãî ïëîùàäü.

O

A

B

C

D

K

1)

R

a

c

b

r
A

B

C

O

2)

a

b c

×åðòåæ 3.12. Òðåóãîëüíèê è ðàäèóñ îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Â äàííîì òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíó AB ïðèìåì êàê
a, AC � êàê b, BC � êàê c (ñì. ÷åðò. 3.12(1)). Ðàäèóñ îïèñàííîé
îêðóæíîñòè � R. Èç öåíòðà îêðóæíîñòè îïóñòèì ïåðïåíäèêó-
ëÿð OK íà AC. ∠ABC = 1

2∠AOC = ∠KOC. Èç âåðøèíû óãëà
A îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð AD íà ñòîðîíó BC. Ïðÿìîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè ADB è CKO � ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè (∠KOC =

= ∠ABC). Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ èìååì:
AD

AB
=

KC

OC
èëè

AD

a
=

b

2R
. S4ABC = 1

2 ·AD · c èëè AD = 2 · S4ABC · 1c .

2 · S4ABC
a · c

=
b

2R
;
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R =
abc

4S4
.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà èç ôîðìóëû
Ãåðîíà:12

R =
abc

4
√
p · (p− a) · (p− b) · (p− c)

.

Çàäà÷à 3.11. Âûðàçèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðå-
óãîëüíèê, ÷åðåç åãî ñòîðîíû è åãî ïëîùàäü.

Ðåøåíèå. Äàí òðåóãîëüíèê ABC (ñì. ÷åðò. 3.12(2)). AB = a,
AC = b, BC = c. Â òðåóãîëüíèê âïèñàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì
â òî÷êå O è ðàäèóñîì r.

S4AOB = 1
2 · r · a. S4AOC = 1

2 · r · b. S4BOC = 1
2 · r · c.

S4ABC = S4AOB + S4AOC + S4BOC .

S4 =
(a+ b+ c) · r

2
=

(a+ b+ c)

2
· r = pr.

r =
S4
p
.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà èç ôîðìóëû
Ãåðîíà:

r =

√
p · (p− a) · (p− b) · (p− c)

p
.

Ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñîâ îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé
â òðåóãîëüíèê âûðàçèòñÿ êàê:

Rr =
abc

2 · (a+ b+ c)
.

12Íàïîìíèì, ÷òî p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.
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3.5. Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê

Ôèãóðà, îãðàíè÷åííàÿ áîëåå ÷åì ÷åòûðüìÿ ñòîðîíàìè, íàçû-
âàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì. Äèàãîíàëüþ ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàåò-
ñÿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíû äâóõ óãëîâ, íå ïðèëåæàùèõ
ê îäíîé ñòîðîíå.

Çàäà÷à 3.12. Ïðåâðàòèòü ìíîãîóãîëüíèê ABCDE â ðàâíîâå-
ëèêèé òðåóãîëüíèê (ñì. ÷åðò. 3.13).

A

B

C

D

E

K
L

M
N

×åðòåæ 3.13. Ìíîãîóãîëüíèê è ðàâíîâåëèêèé åìó òðåóãîëüíèê.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì äèàãîíàëü CE. ×åðåç âåðøèíó D ïðîâåäåì
ïðÿìóþ DN , ïàðàëëåëüíóþ CE. Íàéäåì òî÷êó L â ìåñòå ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðÿìûõ DN è AE. Òðåóãîëüíèêè CDE è CLE èìåþò îá-
ùåå îñíîâàíèå CE è ðàâíûå âûñîòû, òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. S4CLE =
= S4CDE . Ïðîâåäåì äèàãîíàëü AC, ÷åðåç âåðøèíó B ïðîâåäåì
ïðÿìóþ BM , ïàðàëëåëüíóþ AC. Ïðÿìàÿ BM ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ
AE â òî÷êå K. Àíàëîãè÷íî S4CBA = S4KCA.

S4KCL = S4KCA + S4ACE + S4CLE ;
SABCDE = S4CBA + S4ACE + S4CDE ;
SABCDE = S4KCL.
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Ïîâòîðÿÿ äàííîå ïîñòðîåíèå äëÿ ëþáîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ìû
ìîæåì ïðåâðàòèòü åãî â ðàâíîâåëèêèé òðåóãîëüíèê. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû ìîæåì íàéòè ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà ïóòåì ïðåâðà-
ùåíèÿ åãî â ðàâíîâåëèêèé òðåóãîëüíèê. Ìîæíî òàêæå ðàçáèòü
ìíîãîóãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè, çàòåì íàéòè ïëîùàäü êàæäîãî
òðåóãîëüíèêà è ñëîæèòü ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû.

Ïðàâèëüíûì íàçûâàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî âñå ñòî-
ðîíû è óãëû ðàâíû.

Òåîðåìà 3.5. Îêîëî âñÿêîãî ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæ-
íî îïèñàòü îêðóæíîñòü è âî âñÿêèé ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê
ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

A

B C

D

E
F

O

P

×åðòåæ 3.14. Îêîëî âñÿêîãî ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæ-
íî îïèñàòü îêðóæíîñòü è âî âñÿêèé ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê
ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàí ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê ABCDEF
(ñì. ÷åðò. 3.14). Ïðîâåäåì áèññåêòðèñó óãëà C è áèññåêòðèñó
óãëà D. Îíè ïåðåñåêóòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå O. 4COD � ðàâ-
íîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, òàê êàê ∠OCD = ∠CDO, çíà÷èò,
OC = OD. Ñîåäèíèì îòðåçêîì âåðøèíó E è òî÷êó O. 4EOD =
= 4COD, òàê êàê ∠ODE = ∠ODC, DE = CD êàê ñòîðîíû
ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, à OD � îáùàÿ ñòîðîíà. Äåëàåì
âûâîä, ÷òî OC = OD = OE. Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ìîæåì
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ïîâòîðèòü äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí, ïîñëå ÷åãî ïðèäåì ê
ñëåäóþùåìó âûâîäó: âñå âåðøèíû óãëîâ ïðàâèëüíîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà ðàâíîóäàëåíû îò îäíîãî öåíòðà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Ñòîðîíû CD, DE, EF è ò. ä., áóäó÷è ðàâíûìè õîðäàìè îä-
íîé îêðóæíîñòè, äîëæíû ñòîÿòü íà ðàâíîì óäàëåíèè îò öåíòðà
îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå èç îáùåãî
öåíòðà íà ñåðåäèíó êàæäîé ñòîðîíû, òàêæå áóäóò ðàâíû ìåæäó
ñîáîé. Åñëè ïåðïåíäèêóëÿð OP ê ñòîðîíå EF ïðàâèëüíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà ABCDEF ìû ïðèìåì çà ðàäèóñ îêðóæíîñòè,
òî îíà êîñíåòñÿ âñåõ ñòîðîí ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà â èõ
ñåðåäèíàõ, çíà÷èò, áóäåò âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ.

Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ìíîãîóãîëüíèê, íàçûâàåòñÿ
àïîôåìîé ìíîãîóãîëüíèêà. Îáùèé öåíòð âïèñàííîé è îïèñàííîé
îêðóæíîñòåé íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.
×òîáû îòûñêàòü öåíòð ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, íàäî èëè
âîññòàíîâèòü ïåðïåíäèêóëÿðû èç ñåðåäèí äâóõ íåïàðàëëåëüíûõ
ñòîðîí, èëè ïðîâåñòè áèññåêòðèñû äâóõ óãëîâ.

×òîáû âïèñàòü â îêðóæíîñòü ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê, íåîá-
õîäèìî ðàçäåëèòü ëèíèþ îêðóæíîñòè íà n ðàâíûõ ÷àñòåé. Óãëû
ýòîãî n-óãîëüíèêà áóäóò ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òàê êàê îêðóæ-
íîñòü áóäåò ðàçäåëåíà íà n ðàâíûõ äóã è êàæäûé óãîë áóäåò èç-
ìåðÿòüñÿ ïîëîâèíîé äóãè, ñîäåðæàùåé òàêèõ n − 2 ÷àñòåé. Äëÿ

ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà óãîë áóäåò ðàâåí: 1
2 ·

(6−2)
6 · 4d =

= 4
3d. Äëÿ ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà: 1

2 ·
(5−2)

5 · 4d = 6
5d. Äëÿ

ïðàâèëüíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà: 1
2 ·

(4−2)
4 · 4d = d. Ïðàâèëüíûé

÷åòûðåõóãîëüíèê ñ óãëîì d � ýòî êâàäðàò. Óãîë ïðàâèëüíîãî n-
óãîëüíèêà ðàâåí: n−2n · 2d.

Åñëè â îêðóæíîñòü âïèñàí ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê, òî â íåå
ìîæíî âïèñàòü è ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìî èç öåíòðà ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðîâåñòè ðàäèóñû,
ïåðïåíäèêóëÿðíûå åãî ñòîðîíàì, òîãäà â íîâûõ òî÷êàõ îêðóæ-
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íîñòü ðàçäåëèòñÿ íà 2n ðàâíûõ ÷àñòåé. Ñîåäèíèâ ýòè òî÷êè ïðÿ-
ìûìè, ïîëó÷èì ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê (ñì. ÷åðò. 3.15(1)).

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 29. Âûðàçè-
òå ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ÷åðåç ðàäèóñ âïèñàííîé
â íåãî îêðóæíîñòè è åãî ïåðèìåòð.13

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê OAB íà ÷åðòåæå 3.15(1)) â ïðàâèëü-
íîì âïèñàííîì 2n-óãîëüíèêå. Ñòîðîíà AC ïðàâèëüíîãî âïèñàí-
íîãî n-óãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó OB, è äåëèòñÿ èì
íà 2 ðàâíûå ÷àñòè â òî÷êå D. AB2 = OA2 + OB2 − 2 · OB · OD.
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ODA: OD2 = OA2 − AD2 èëè

OD =

√
OA2 − AC2

4
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî OA = OB:

AB2 = 2 ·OA2 − 2 ·OA ·
√
OA2 − AC2

4
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî ñòîðîí ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíè-
êà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü, à ÷åðåç an åãî ñòîðîíó. Òîãäà âå-
ëè÷èíó ñòîðîíû a2n ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ óäâîåííûì
÷èñëîì ñòîðîí, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñîì R, íàéäåì ïî
ôîðìóëå:

a22n = 2R2 − 2R

√
R2 − a2n

4
. (3.1)

Ïî ïîëó÷åííîé ôîðìóëå, çíàÿ ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè
è âåëè÷èíó ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, ìîæíî îïðåäå-
ëèòü âåëè÷èíó ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî 2n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî
â òó æå îêðóæíîñòü. Ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ôîðìóëó ïîñëåäî-
âàòåëüíî è íàéòè âåëè÷èíó ñòîðîíû 4n, 8n, 16n · · · -ñòîðîííåãî
ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Åñëè ìû ñîåäèíèì öåíòð ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñ
êàæäîé åãî âåðøèíîé, òî ïîëó÷èì øåñòü ðàâíûõ ðàâíîáåäðåí-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ. Óãîë ïðè âåðøèíå áóäåò: 2d − 2 · ( 12 ·

4
3d) =

= 2d − 4
3d = 2

3d. Óãîë ïðè âåðøèíå ðàâåí óãëó ïðè îñíîâàíèè,

13Ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà � ýòî îòðåçîê, ðàâíûé ñóììå âñåõ åãî ñòîðîí.
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2)1)

O

A
B

D

C

×åðòåæ 3.15. 1) Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî 12-óãîëüíèêà. 2) Ïî-
ñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà.

R

a

a

r

1) 2)

×åðòåæ 3.16. 1) Êâàäðàò, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü. 2) Îêðóæ-
íîñòü, âïèñàííàÿ â êâàäðàò.

çíà÷èò, âñå ïîñòðîåííûå òðåóãîëüíèêè òàêæå áóäóò è ðàâíîñòî-
ðîííèìè. Ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ðàâíà ðàäèóñó
îïèñàííîé îêðóæíîñòè (ñì. ÷åðò. 3.15(2)). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñ çàäàííîé ñòîðîíîé íàì íåîá-
õîäèìî: 1) ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü ðàäèóñîì, ðàâíûì çàäàííîé
ñòîðîíå; 2) ñ ðàñòâîðîì öèðêóëÿ, ðàâíûì ðàäèóñó îêðóæíîñòè,
ïîñëåäîâàòåëüíî îòìåòèòü øåñòü çàñå÷åê íà ëèíèè îêðóæíîñòè
(ñíà÷àëà îñòðûé êîíåö ñòàâèì â ëþáîì ìåñòå íà ëèíèè îêðóæ-
íîñòè, à ïîòîì ïåðåäâèãàåì åãî íà êàæäîå íîâîå ïåðåñå÷åíèå);
3) ñîåäèíèòü ïîñòðîåííûå òî÷êè.

×òîáû âïèñàòü â îêðóæíîñòü êâàäðàò, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè
äâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðà è ñîåäèíèòü ïîñòðîåííûå òî÷-
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êè. Åñëè R � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã êâàäðàòà,
òî ñòîðîíà êâàäðàòà a ðàâíà R

√
2 (a2 = 2R2, a = R

√
2). Åñëè r �

ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â êâàäðàò, òî ñòîðîíà êâàäðàòà
a ðàâíà 2r (ñì. ÷åðò. 3.16).

Çàäà÷à 3.13. Íà äèàìåòðå AC îêðóæíîñòè c öåíòðîì â òî÷-
êå O ïîñòðîåí ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC. Ñòîðîíó AC
ðàçäåëèëè íà n ðàâíûõ ÷àñòåé. ×åðåç êîíå÷íóþ òî÷êó S âòî-
ðîãî äåëåíèÿ, ñ÷èòàÿ îò A, ïðîâåëè ñåêóùóþ BS. Òî÷êà F �
òî÷êà, â êîòîðîé ñåêóùàÿ BS ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, è êîòî-
ðàÿ ëåæèò ñíàðóæè òðåóãîëüíèêà ABC. Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó
õîðäû AF , ïîëàãàÿ ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâíûì 1, à ðàññòîÿíèå
SO = 1− 2 · 2n = d (ñì. ÷åðò. 3.17, ñëåâà) (ÌÅ 269.24).

A C

B

A C

B

S

F

O

D

K

L

F

×åðòåæ 3.17. Ñïîñîá âïèñûâàíèÿ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. ×åðåç öåíòð îêðóæíîñòè O ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð
ê AC, êîòîðûé ïåðåñå÷åò îêðóæíîñòü â òî÷êå D. Òî÷êà B
áóäåò ëåæàòü íà ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðÿìîé OD, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ñåðåäèíó AC, òàê êàê îíà ðàâíîóäàëåíà îò êîíöîâ A è C.
Èç òî÷êè F îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû FK è FL íà OD è AC
ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷èò, FLOK � ïðÿìîóãîëüíèê. Ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà AF 2 = AL2 + FL2. Òàê êàê AL = AO − LO = AO −
− FK, à FL = KO, òî AF 2 = AO2 − 2AO · FK + FK2 + KO2.
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FO � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, è èç óñëîâèÿ çàäà÷è FO2 = 1. Ïî
òåîðåìå Ïèôàãîðà FK2 +OK2 = FO2 = 1. Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå
ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ â íàéäåííîå ðàâåíñòâî: AF 2 = AO2 −
− 2AO · FK + FK2 +OK2 = 12 − 2 · 1 · FK + 1 = 2− 2FK.

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè BKF è BOS � ïîäîáíûå òðå-
óãîëüíèêè ïî îñòðîìó óãëó KBF . Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ:
FK
SO = BK

BO èëè FK
d = BO+OK

BO . Òàê êàê ñòîðîíà ðàâíîñòîðîí-
íåãî òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà äâóì ðàäèóñàì, òî ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà BO =

√
AB2 −AO2 =

√
22 − 12 =

√
3. Ïîëó÷àåì,

÷òî FK
d =

√
3+OK√

3
. Âûðàæàåì èç ïîñëåäíåé ïðîïîðöèè âåëè-

÷èíó OK: OK =
√
3
(
FK
d − 1

)
, à òàê êàê OK2 + FK2 = 1, òî(√

3
(
FK
d − 1

))2
+ FK2 = 1.

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ê òàêîìó âèäó: (3 +
+ d2)FK2 − 6dFK + 2d2 = 0. Íàõîäèì êîðíè êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ: FK1,2 = d(3±
√
3−2d2)

3+d2 . Ñóììà êîðíåé FK1 è FK2,

ðàâíàÿ 6d
3+d2 èëè 2d · 3

3+d2 , áóäåò ìåíüøå 2d; à òàê êàê FK > SO
èëè FK > d, òî çà âåëè÷èíó FK ïðèíèìàåòñÿ á�îëüøèé êîðåíü.

FK = d(3+
√
3−2d2)

3+d2 .

Ðàíåå ìû íàøëè, ÷òî AF 2 = 2−2FK, åñëè ìû ïîäñòàâèì â ýòî

âûðàæåíèå ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå FK, òî AF 2 = 2−2· d(3+
√
3−2d2)

3+d2 .

Òàê êàê d = 1− 4
n , òî AF

2 = 2− n−4
2 ·

3n+
√
n2+16n−32

(n−1)2+3 .

Ïðè n = 3 AF =
√
3 � âåëè÷èíà ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî âïè-

ñàííîãî òðåóãîëüíèêà; ïðè n = 4 AF =
√
2 � âåëè÷èíà ñòîðîíû

âïèñàííîãî êâàäðàòà; ïðè n = 6 AF = 1 � âåëè÷èíà ñòîðîíû
âïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà. Ïðè n = 5 AF = 1.1785..., ÷òî
î÷åíü áëèçêî ïîäõîäèò ê âåëè÷èíå ñòîðîíû âïèñàííîãî ïðàâèëü-
íîãî ïÿòèóãîëüíèêà. Ïîñòðîåíèåì, óêàçàííûì â çàäà÷å, ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âïèñûâàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
â îêðóæíîñòü. Îäíè ìíîãîóãîëüíèêè áóäóò âïèñàíû òî÷íî,
äðóãèå � íå ñîâñåì òî÷íî. Íà ÷åðòåæå (ñì. ÷åðò. 3.17, ñïðàâà)
ïîêàçàí íåòî÷íî ïîñòðîåííûé ïðàâèëüíûé äåâÿòèóãîëüíèê.
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Ãàóññ ïîêàçàë, ÷òî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè â îêðóæ-
íîñòü ìîæíî âïèñàòü ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, åñëè ÷èñëî
ñòîðîí åãî ðàâíî 2n + 1 è ÷èñëî ýòî ïðîñòîå.

Âñå ïðàâèëüíûå îäíîèìåííûå ìíîãîóãîëüíèêè ïîäîáíû ìåæ-
äó ñîáîé, òàê êàê ó íèõ âñå óãëû ðàâíû, à òàê êàê âñå ñòîðîíû
îäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî ó íèõ è ñòîðîíû
ïðîïîðöèîíàëüíû.

Çàäà÷à 3.14. Ïåðèìåòðû ïîäîáíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ îòíîñÿò-
ñÿ ìåæäó ñîáîé êàê ñõîäñòâåííûå ñòîðîíû. Äîêàæèòå.

Ðåøåíèå. Åñëè ïîäîáíû ìíîãîóãîëüíèêèABCDE èA1B1C1D1E1,
òî AB

A1B1
= BC

B1C1
= CD

C1D1
= DE

D1E1
= EA

E1A1
. Èç ñâîéñòâ ïðîïîðöèè

çíàåì, ÷òî: AB+BC+CD+DE+EA
A1B1+B1C1+C1D1+D1E1+E1A1

= AB
A1B1

.

Çàäà÷à 3.15. Îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ ïðàâèëüíûõ îäíîèìåí-
íûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàâíî îòíîøåíèþ èõ àïîôåì. Ïëîùàäè
ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ îòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé êàê êâàäðàòû
ñõîäñòâåííûõ ñòîðîí. Äîêàæèòå.

Ðåøåíèå. Ñïåðâà äîêàæåì, ÷òî â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ âû-
ñîòû ïðîïîðöèîíàëüíû ñòîðîíàì, ê êîòîðûì îíè ïðîâåäåíû (îñ-
íîâàíèÿì). Ðàññìîòðèì ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè BAC è B1A1C1

(ñì. ÷åðò. 3.18(1)). Îïóñòèì âûñîòû AH è A1H1 íà ñõîäñòâåííûå
ñòîðîíû BC è B1C1. Èç ïîäîáèÿ 4BAC è 4B1A1C1:

AB
A1B1

=

= BC
B1C1

= AC
A1C1

. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê AHB ïîäîáåí ïðÿ-

ìîóãîëüíîìó òðåóãîëüíèêó A1H1B1:
AH
A1H1

= AB
A1B1

.

AH

A1H1
=

AB

A1B1
=

BC

B1C1
=

AC

A1C1
.

Âîçüìåì äâà ïðàâèëüíûõ îäíîèìåííûõ ìíîãîóãîëüíèêà
ABCDE... è A1B1C1D1E1... (ñì. ÷åðò. 3.18(2)). Ðàçäåëèì èõ
íà òðåóãîëüíèêè, ñîåäèíèâ îòðåçêàìè êàæäóþ âåðøèíó ìíî-
ãîóãîëüíèêà ñ åãî öåíòðîì, è îïóñòèì âûñîòû OH è O1H1 èç
öåíòðà êàæäîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà åãî ñòîðîíó. Èç ïîäîáèÿ
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B

A

CH

B1

A1

C1H1

1)

s
s1

s2

S
S1

S2

A

B

C D

E

A1

B1

C1

D1

E1

2)

A

B

C

D
E

F
O

H

3)

A1

B1

C1

D1

E1

F1 O1

H1

×åðòåæ 3.18. Ïëîùàäè ïîäîáíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ îòíîñÿòñÿ
ìåæäó ñîáîé êàê êâàäðàòû ñõîäñòâåííûõ ñòîðîí.

òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ïðàâèëüíûå îäíîèìåííûå
ìíîãîóãîëüíèêè, ìû íàõîäèì, ÷òî îòíîøåíèå âûñîò âûðàæàåòñÿ
êàê:

OH

O1H1
=

AB

A1B1
=

BC

B1C1
· · · ;

OH

O1H1
=

AB +BC + · · ·
A1B1 +B1C1 + · · ·

=
Ïåðèìåòð ABCDE...

Ïåðèìåòð A1B1C1D1E1...
.

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ ïðàâèëüíûõ îäíî-
èìåííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàâíî îòíîøåíèþ èõ àïîôåì.

Ïðîäîëæèì ðåøåíèå çàäà÷è. Âûðàçèì îòíîøåíèå ïëîùàäåé
ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ:

S4ABC
S4A1B1C1

=
AH ·BC

A1H1 ·B1C1
.

Òàê êàê îòíîøåíèå âûñîò ðàâíî îòíîøåíèþ ñòîðîí, òî ìîæåì
çàïèñàòü òàê:

S4ABC
S4A1B1C1

=
BC

B1C1
· BC
B1C1

=
BC2

B1C2
1

.



151

Çàäà÷à 3.16. Ïëîùàäè ïîäîáíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ îòíîñÿòñÿ
ìåæäó ñîáîé êàê êâàäðàòû ñõîäñòâåííûõ ñòîðîí. Äîêàæèòå.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì äèàãîíàëÿìè ïîäîáíûå ìíîãîóãîëüíèêè
ABCDE è A1B1C1D1E1 (ñì. ÷åðò. 3.18(3)). Èç ïîäîáèÿ îáðà-

çîâàííûõ òðåóãîëüíèêîâ: S
s =

A1B
2
1

AB2 ,
S1

s1
=

C1D
2
1

CD2 ,
S2

s2
=

D1E
2
1

DE2 .
Òàê êàê ìíîãîóãîëüíèêè ïîäîáíû, òî êâàäðàòû îòíîøåíèé
ñõîäñòâåííûõ ñòîðîí òàêæå ðàâíû.

S

s
=
S1

s1
=
S2

s2
=
S + S1 + S2

s+ s1 + s2
;

S + S1 + S2

s+ s1 + s2
=
SA1B1C1D1E1

SABCDE
=
A1B

2
1

AB2
.

Â ïðàâèëüíûõ ïîäîáíûõ ìíîãîóãîëüíèêàõ ñòîðîíû ïðîïîðöè-
îíàëüíû àïîôåìàì, ïîýòîìó ïëîùàäè ïðàâèëüíûõ îäíîèìåííûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ îòíîñÿòñÿ êàê êâàäðàòû èõ àïîôåì.

3.6. Äëèíà îêðóæíîñòè. Ïëîùàäü êðóãà

Ëîìàíîé íàçûâàåòñÿ ëèíèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíî
ñîåäèíåííûõ îòðåçêîâ, â êîòîðîé êîíåö îäíîãî îòðåçêà ÿâëÿåòñÿ
íà÷àëîì äðóãîãî. Äëèíó ëîìàíîé ìû ìîæåì ëåãêî îïðåäåëèòü,
åñëè èçìåðèì äëèíó êàæäîãî îòðåçêà â íåå âõîäÿùåãî. Âî-
ïðîñ îïðåäåëåíèÿ äëèíû äóãè íåìíîãî ñëîæíåå. Äëèíó äóãè
íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî íàëîæåíèÿ
íà íåå îòðåçêà ïðÿìîé. Åñëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû äóã
ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äðóãèìè äóãàìè, òî äëÿ êàæäîé äóãè
íóæíî ïðèìåíÿòü îòäåëüíóþ åäèíèöó, êîòîðàÿ áóäåò ïîñòðîåíà
íà îêðóæíîñòè òîãî æå ðàäèóñà (ñîâìåñòèòü âîçìîæíî òîëüêî
äóãè ðàâíûõ îêðóæíîñòåé). Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëèíû äóã ïðèíÿòî
âûðàæàòü â åäèíèöàõ ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ è îïðåäåëÿòü
ïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèé.
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Òåîðåìà 3.6. Äëèíà îêðóæíîñòè � ïðåäåë ïåðèìåòðîâ âïè-
ñàííûõ â íåå è îïèñàííûõ âîêðóã íåå ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòîðîí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèíèìàåì, ÷òî â îêðóæíîñòü ìîæíî
âïèñàòü òàêîé ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, ñòîðîíà êîòîðîãî
áóäåò ìåíüøå ëþáîãî çàäàííîãî îòðåçêà a. Åñëè ìû îòëîæèì
íà ëèíèè îêðóæíîñòè õîðäó âåëè÷èíîé a, òî ìû ìîæåì âïèñàòü
â íåå ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé b. Åñëè b > a, òî
êàê ìû âèäåëè, ìîæíî ëåãêî óäâîèòü ÷èñëî ñòîðîí âïèñàííîãî
ìíîãîóãîëüíèêà. Ïðèìåì âåëè÷èíó ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà c
óäâîåííûì ÷èñëîì ñòîðîí ñíîâà çà b. Ìû ìîæåì ïðîäîëæàòü
óäâîåíèå ñòîðîí äî òåõ ïîð, ïîêà õîðäà b íå ñòàíåò ìåíüøå
õîðäû a.

Åñëè áóäåì óäâàèâàòü ÷èñëî ñòîðîí ïðàâèëüíîãî n-

An−2

An−1

An

An−2

An−1

AnT

U

V X

Y

Z
1) 2)

×åðòåæ 3.19. Îêðóæíîñòü è ìíîãîóãîëüíèê.

óãîëüíèêà, îïèñûâàþùåãî îêðóæíîñòü, òî ÷òî áóäåò ñ åãî
ïåðèìåòðîì? Ïîñìîòðèòå íà ÷åðòåæ 3.19(1). Íà íåì ïîêàçàíû
äâå ñòîðîíû An−2An−1 è An−1An îäíîãî èç óãëîâ ïðàâèëüíîãî
n-óãîëüíèêà, îïèñûâàþùåãî îêðóæíîñòü. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà â ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê, äóãè,
çàêëþ÷åííûå ìåæäó òî÷êàìè ïðèêîñíîâåíèÿ ñòîðîí ïðàâèëüíî-
ãî n-óãîëüíèêà è ëèíèè îêðóæíîñòè, äåëÿòñÿ ïîïîëàì. ×åðåç
òî÷êè äåëåíèé äóã è òî÷êè êàñàíèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà
ïðîâîäÿòñÿ êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, è òàê êàê îêðóæíîñòü
ïîäåëåíà ýòèìè òî÷êàìè íà 2n ðàâíûõ ÷àñòåé, òî îáðàçîâàâøèé-
ñÿ îò ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ 2n-óãîëüíèê áóäåò ïðàâèëüíûì.
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Äëèíà ëîìàíîé An−2An−1An áóäåò áîëüøå äëèíû ëîìàíîé
TUV XY Z, à öåíòðàëüíûé óãîë îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé
äóãå TZ, íå èçìåíèëñÿ. Äåëàåì âûâîä, ÷òî ïåðèìåòð ïðàâèëüíî-
ãî ìíîãîóãîëüíèêà, îïèñûâàþùåãî îêðóæíîñòü, ïðè óâåëè÷åíèè
÷èñëà ñòîðîí, óìåíüøàåòñÿ è îñòàåòñÿ áîëüøå äëèíû îêðóæíî-
ñòè.14

Åñëè áóäåì óäâàèâàòü ÷èñëî ñòîðîí âïèñàííîãî ïðàâèëüíîãî
n-óãîëüíèêà, òî åãî ïåðèìåòð áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ è îñòàâàòüñÿ
ìåíüøå äëèíû îêðóæíîñòè (ñì. ÷åðò. 3.19(2)). Ê ýòîìó âûâîäó
âû ïðèäåòå, åñëè èññëåäóåòå ôîðìóëó 3.1 íà ñòðàíèöå 145.

Îáîçíà÷èì ïåðèìåòð îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà ÷åðåç P , à
åãî àïîôåìó ÷åðåç R. Ïåðèìåòð âïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà îáî-
çíà÷èì ÷åðåç p, à åãî àïîôåìó ÷åðåç r. Îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ
îäíîèìåííûõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ìîæåì âûðàçèòü
êàê:

P

p
=
R

r
èëè

P − p
p

=
R− r
r

.

Ïðè áåñêîíå÷íîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñòîðîí âïèñàííîãî è îïè-
ñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàçíîñòü R − r áóäåò ìåíüøå íàïåðåä
çàäàííîé, ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåëè÷èíû. Âåëè÷èíà r � âåëè-
÷èíà êîíå÷íàÿ. Âåëè÷èíà R−r

r � âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ,

çíà÷èò, P−pp åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. Ðàçíîñòü P −p ìî-
æåò áûòü ñäåëàíà ìåíüøå ëþáîé çàäàííîé âåëè÷èíû. Ðàçíîñòü
ìåæäó äëèíîé îêðóæíîñòè, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ìíîãîóãîëüíè-
êàìè, è ëþáûì èç ïåðèìåòðîâ ìíîãîóãîëüíèêà è ïîäàâíî áóäåò
ìåíüøå ëþáîé çàäàííîé âåëè÷èíû. Èç ýòîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî äëè-
íà îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì äëÿ ïåðèìåòðîâ îïèñàííîãî è
âïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ ïðàâèëüíûõ
îäíîèìåííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàâíî îòíîøåíèþ èõ àïîôåì, à
äëèíà âïèñàííîé îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì äëÿ ïåðèìåò-
ðà ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòîðîí,

14Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ âû âñòðåòèòå â êóðñå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà.
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òîãäà îòíîøåíèå äëèí îêðóæíîñòåé áóäåò ðàâíî îòíîøåíèþ èõ
ðàäèóñîâ:

l1
l2

=
R1

R2
èëè

l1
R1

=
l2
R2

, èëè
l1
2R1

=
l2
2R2

.

Îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ê åå äèàìåòðó åñòü ÷èñëî ïî-
ñòîÿííîå. Ýòî îòíîøåíèå îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé π. Äðåâíåãðå÷å-
ñêèé ó÷åíûé Àðõèìåä âû÷èñëèë, ÷òî π çàêëþ÷àåòñÿ ìåæäó 3 10

70
è 3 10

71 , à ïîñëå ïðèâåäåíèÿ äðîáåé ê îäíîìó çíàìåíàòåëþ ìåæ-
äó 3 71

497 è 3 70
497 . ×èñëî

22
7 ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì π ñ òî÷íîñòüþ

äî 1
497 è áîëüøå íàñòîÿùåé âåëè÷èíû.15 Òàêèì îáðàçîì, äëèíà

îêðóæíîñòè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà π íà äèàìåòð:

πD èëè 2πR.

Åñëè âåëè÷èíà öåíòðàëüíîãî óãëà ðàâíà α, òî äëèíà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé åìó äóãè îêðóæíîñòè lα ðàäèóñîì R ðàâíà:

2πR · α
4d

èëè
α

2d
· πR.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Êðóã � ýòî ÷àñòü ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ëå-
æèò âíóòðè îêðóæíîñòè.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.6 ñòðîèòñÿ äîêà-
çàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïëîùàäü êðóãà � ýòî ïðåäåë ïëîùàäè
ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòîðîí.
Åñëè çà S ïðèìåì ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, îïèñûâà-
þùåãî îêðóæíîñòü ðàäèóñîì R, çà s � ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî
n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â ýòó îêðóæíîñòü ñ àïîôåìîé r, òî:

S

s
=
R2

r2
èëè

S − s
s

=
(R− r)(R+ r)

r2
.

Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñòîðîí îáîèõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ ðàçíîñòü R− r áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, à R+ r è r2

15Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàííîé òî÷íîñòè áîëåå ÷åì äîñòàòî÷íî äëÿ áîëü-
øèíñòâà øêîëüíûõ ðàñ÷åòîâ.
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� âåëè÷èíû êîíå÷íûå. Âñÿ äðîáü (R−r)(R+r)
r2 áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê

íóëþ. Ðàçíîñòü S − s òàêæå áóäåò ìåíüøå ñêîëü óãîäíî ìàëîé
âåëè÷èíû. Çíà÷èò, ïëîùàäü êðóãà � ýòî ïðåäåë äëÿ ïëîùàäåé
ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ S è s. Ìû çíàåì, ÷òî ïëîùàäü ïðà-
âèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åãî ïåðèìåòðà íà
ïîëîâèíó àïîôåìû. Ïîäñòàâèâ âìåñòî ïåðèìåòðà ïðàâèëüíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòîðîí åãî ïðåäåë, ìû
ïîëó÷èì, ÷òî ïëîùàäü êðóãà ðàâíà:

(2πR) · (1
2
·R) = πR2.

Ñåêòîð � ýòî ÷àñòü êðóãà, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà äâóìÿ ðàäè-
óñàìè è äóãîé ìåæäó íèìè (ñì. ÷åðò. 3.20(1)). Åñëè âåëè÷èíà
óãëà ðàâíà α, òî ïëîùàäü ñåêòîðà, îáðàçîâàííîãî ýòèì óãëîì â
îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R, ðàâíà:

α

4d
πR2.

Ïëîùàäü ñåêòîðà âî ñòîëüêî ðàç ìåíüøå ïëîùàäè êðóãà, âî

O

A

B O

C

D

R R
L

K

N1) 2)

×åðòåæ 3.20. Ñåêòîð è ñåãìåíò êðóãà.

ñêîëüêî ðàç äëèíà åãî äóãè ìåíüøå äëèíû îêðóæíîñòè.16 Åñëè

16Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì
ôàêòîì, ÷òî öåíòðàëüíûå óãëû ïðîïîðöèîíàëüíû èõ äóãàì (òåîðåìà 2.12 íà
ñòð. 99).
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R � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, s � ïëîùàäü ñåêòîðà, l � äëèíà äóãè,
òî:

s

πR2
=

l

2πR
èëè s =

1

2
lR.

Ïëîùàäü ñåêòîðà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî äóãè íà
ðàäèóñ.

Ñåãìåíò êðóãà � ýòî ÷àñòü êðóãà, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà äóãîé
îêðóæíîñòè è ñòÿãèâàþùåé åå õîðäîé. Ïëîùàäü ñåãìåíòà CLD
(ñì. ÷åðò. 3.20, ñïðàâà) îïðåäåëèì êàê ðàçíîñòü ïëîùàäè ñåêòîðà
COD è ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà DOC. Ïðèìåì äëèíó äóãè CD çà
l, ðàäèóñ îêðóæíîñòè çà R, òîãäà:

SCLD =
lR

2
− R · CK

2
=

1

2
R(l − CK).

CK � ïîëîâèíà õîðäû, ñòÿãèâàþùåé óäâîåííóþ äóãó ñåãìåíòà.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 30. Ïëîùàäü
ïîëóêðóãà, ïîñòðîåííîãî íà ãèïîòåíóçå, ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé
ïîëóêðóãîâ, ïîñòðîåííûõ íà êàòåòàõ. Äîêàæèòå.

A

B C

a
ef

b

×åðòåæ 3.21. Ãèïïîêðàòîâû ëóíî÷êè.

Îòíÿâ ïëîùàäè ñåãìåíòîâ e è f îò ïëîùàäè ïîëóêðóãà, ïî-
ñòðîåííîãî íà ãèïîòåíóçå (ñì. ÷åðò. 3.21), ìû ïîëó÷èì ïëîùàäü
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà BAC; îòíÿâ æå ñåãìåíòû e è f îò
ïîëóêðóãîâ, ïîñòðîåííûõ íà êàòåòàõ, ïîëó÷èì ïëîùàäè ôèãóð a
è b. S4BAC = Sa + Sb. Ôèãóðû a è b íàçûâàþòñÿ ãèïïîêðàòîâû-
ìè ëóíî÷êàìè, ïî èìåíè äðåâíåãðå÷åñêîãî ãåîìåòðà Ãèïïîêðàòà
Õèîññêîãî.
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Êîíòðîëüíîå óïðàæíåíèå 4.

1. (Ôîðìóëà Ýéëåðà) Âî âñÿêîì òðåóãîëüíèêå ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó öåíòðàìè âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé åñòü ñðåäíÿÿ
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ìåæäó ðàäèóñîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè è
ðàçíîñòüþ ìåæäó ýòèì ðàäèóñîì è äèàìåòðîì âïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå (ÌÅ 270.11).*17

2. Âûðàçèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÷åðåç ðàäèóñ âíåøíå âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè, åãî ïîëóïåðèìåòð è âåëè÷èíó ñòîðîíû,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè.*18

3. Àëãåáðàè÷åñêè âûðàçèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÷åðåç ðàäèóñ
âïèñàííîé îêðóæíîñòè è ðàäèóñû òðåõ âíåøíå âïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé.
4. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî îñíîâàíèþ b, ïðîòèâîëåæàùåìó
óãëó α è ðàäèóñó âïèñàííîé îêðóæíîñòè r (ÌÅ 277.7).*19

5. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Äàíî îñíîâàíèå a, ïîñòðîéòå íà
ýòîì îñíîâàíèè òðåóãîëüíèê, ðàâíîâåëèêèé òðåóãîëüíèêó ABC
òàê, ÷òî óãîë ïðè äàííîì îñíîâàíèè ðàâåí óãëó B (ÌÅ 300.3).

17Îïèøèòå îêðóæíîñòü, ïðîâåäèòå áèññåêòðèñû äâóõ óãëîâ äî ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ îêðóæíîñòüþ. Ñîåäèíèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îäíîé áèññåêòðèñû è
îêðóæíîñòè ñ âåðøèíîé óãëà, èç êîòîðîãî ïðîâåäåíà äðóãàÿ áèññåêòðèñà.
Ðàññìîòðåâ äóãè è èõ ïîëîâèíêè, îòñåêàåìûå áèññåêòðèñàìè, íàéäèòå äâà
ðàâíûõ óãëà, ïðèëåæàùèõ ê ÷àñòè îäíîé áèññåêòðèñû. Îòìåòüòå ðàâíîáåä-
ðåííûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé íà îêðóæíîñòè. Ïðîâåäèòå ÷åðåç ýòó âåð-
øèíó è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ïðÿìóþ. Íàéäèòå òî, ÷òî îíà ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà. Ñîåäèíèòå êîíöû ïîñòðîåííîãî ïåðïåí-
äèêóëÿðà ñ âåðøèíîé äàííîãî òðåóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèòå ïîäîáíûå ïðÿìî-
óãîëüíûå òðåóãîëüíèêè. Âûðàçèòå êâàäðàò ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà (îíà æå ñòîðîíà è ïîñòðîåííîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà)
÷åðåç ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ ãèïîòåíóçû. Îïóñòèòå ïåðïåíäèêóëÿð èç ìåñòà
ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí íà ïîñòðîåííûé äèàìåòð. Ðàññìîòðèòå ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê, êîíöû ãèïîòåíóçû êîòîðîãî ëåæàò íà öåíòðàõ âïèñàííîé è
îïèñàííîé îêðóæíîñòåé.

18Îïóñòèòå èç öåíòðà îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðû íà äîïîëíåíèÿ ñòîðîí.
Ñîåäèíèòå öåíòð îêðóæíîñòè ñ äâóìÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà. Âûðàçèòå
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà êàê ðàçíîñòü ñóììû ïëîùàäåé äâóõ á�îëüøèõ òðå-
óãîëüíèêîâ è ñóììû ïëîùàäåé ÷åòûðåõ ìåíüøèõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïîìíèòå,
êàêîé âåëè÷èíå ðàâåí ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà?

19Ñ÷èòàéòå çàäà÷ó ðåøåííîé. Âïèøèòå îêðóæíîñòü è ïîñòðîéòå âíåøíå
âïèñàííóþ îêðóæíîñòü ê îñíîâàíèþ.
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6. Äàííûé òðåóãîëüíèê ðàçäåëèòå íà n ðàâíîâåëèêèõ ÷àñòåé
ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç îäíó èç âåðøèí (ÌÅ 300.38).
7. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC íàéäèòå òàêóþ òî÷êó, ÷òîáû
ïîëóïðÿìûå, ïðîâåäåííûå èç íåå ê âåðøèíàì òðåóãîëüíèêà,
äåëèëè åãî íà òðè ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè (ÌÅ 300.41).
8. Òðåóãîëüíèê ABC ðàçäåëèòå â îòíîøåíèè m : n ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó A (ÌÅ 300.47).
9. Òðåóãîëüíèê ABC ðàçäåëèòå â îòíîøåíèè m : n ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó M íà ñòîðîíå AB (ÌÅ 300.48).*20

10. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî òðåì âûñîòàì (ÌÅ 300.96).*21

11. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî ñòîðîíå a, ïðîòèâîëåæàùåìó
óãëó A è ïëîùàäè S (ÌÅ 300.98).
12. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäèòå îòðåçîê MN ìåæäó
ñòîðîíàìè AB è AC òàê, ÷òîáû îáå ÷àñòè, íà êîòîðûå ðàç-
äåëèòñÿ òðåóãîëüíèê, áûëè ðàâíîâåëèêè è èìåëè îäèíàêîâûé
ïåðèìåòð (ÌÅ 300.103).
13. Ïîñòðîéòå ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê. Ñïåðâà ïîñòðîéòå
ïðàâèëüíûé äåñÿòèóãîëüíèê, à çàòåì ñîåäèíèòå åãî âåðøèíû
÷åðåç îäíó.*22

14. Åñëè äèàìåòð äàííîé îêðóæíîñòè ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî
ðàâíûõ ÷àñòåé è íà êàæäîé ÷àñòè îïèñàòü ïî îêðóæíîñòè, òî
ñóììà ïîñòðîåííûõ îêðóæíîñòåé ðàâíà äàííîé îêðóæíîñòè.
Äîêàæèòå (ÌÅ 342.4).

20Íà îòðåçêå MB ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê MBD, ðàâíîâåëèêèé òðåóãîëü-
íèêó ABC òàê, ÷òîáû óãîë B îñòàëñÿ òåì æå.

21Ñ÷èòàéòå çàäà÷ó ðåøåííîé. Îïóñòèòå âûñîòû íà êàæäîå îñíîâàíèå, ïðè-
ðàâíÿéòå òðè ïëîùàäè. Ðàçäåëèòå ÷ëåíû ðàâåíñòâ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ
âûñîò. Èç ïîëó÷åííûõ ïðîïîðöèé íàéäèòå ñòîðîíû ïîäîáíîãî òðåóãîëüíè-
êà. Ïîñòðîéòå ïîäîáíûé òðåóãîëüíèê è îïóñòèòå â íåì âûñîòû. Íàéäèòå
îñíîâàíèÿ èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà êàê ÷åòâåðòóþ ïðîïîðöèîíàëüíóþ.

22Ðàçáåéòå äåñÿòèóãîëüíèê íà ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè. Èç óãëà,
ïðèëåæàùåãî ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäèòå áèññåêòðèñó. Âñïîìíèòå â
êàêîì ñîîòíîøåíèè áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî ñòîðîíó. Íàéäèòå
îòðåçîê, ðàâíûé îòðåçêó áèññåêòðèñû.



Ãëàâà 4.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

4.1. Òåîðåìà Ìåíåëàÿ

Òåîðåìà 4.1. Äàí òðåóãîëüíèê ABC (ñì. ÷åðò. 4.1).1 Ïðÿìàÿ
DE ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB, BC è ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû AC

â òî÷êàõ M , N è K ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
AM

MB
·

BN

NC
· CK
KA

= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç âåðøèíó C ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàë-
ëåëüíóþ ñòîðîíå AB, ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ DE â òî÷êå
G. Òðåóãîëüíèê BNM ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó CNG (∠BNM =
= ∠CNG, ∠NGC = ∠NMB). Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ:

BM

CG
=
BN

NC
=
NM

NG
.

Òðåóãîëüíèê AMK ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó CGK2:

AM

CG
=
MK

GK
=
AK

CK
.

1Äóãè ñî ñòðåëî÷êàìè ïðîñòàâëåíû äëÿ óäîáñòâà ñîñòàâëåíèÿ ôîðìóëû.
2Ðàâíûå óãëû íàéäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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A

B

C

D

E

M

N

K

G

×åðòåæ 4.1. Ê òåîðåìå Ìåíåëàÿ.

Èç ïîëó÷åííûõ ïðîïîðöèé âûðàçèì âåëè÷èíó ñòîðîíû CG:

CG =
BM ·NC
BN

è CG =
AM · CK
AK

.

CG

CG
=
AM · CK
AK

· BN

BM ·NC
;

AM · CK
AK

· BN

BM ·NC
=
AM

BM
· BN
NC

· CK
AK

= 1.

Îáðàòíî. Åñëè íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òî÷-
êà M , íà ñòîðîíå BC âçÿòà òî÷êà N , íà ïðîäîëæåíèè ñòî-
ðîíû AC âçÿòà òî÷êà K, òî òî÷êè M , N è K òîëüêî òîãäà

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
AM

MB
·

BN

NC
· CK
KA

= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî.

Óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 31. Íà ñòî-
ðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC ðàñïîëîæåíà òî÷êà K òàê, ÷òî
AK

KB
=

3

5
. Íà ïðÿìîé AC âçÿòà òî÷êà E òàê, ÷òî AE = 2 ·CE.
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Ïðÿìûå BE è CK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå N . Ïëîùàäü òðåóãîëü-
íèêà BNC ðàâíà 20. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC (èç
òðåíèðîâî÷íûõ âàðèàíòîâ çàäàíèé ê ÅÃÝ è ÎÃÝ ïî ìàòåìà-
òèêå).

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèòå äâà âàðèàíòà: òî÷êà E ðàñïîëîæåíà íà
ñòîðîíå AC è òî÷êà E ðàñïîëîæåíà íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû
AC. Âñïîìíèòå ôîðìóëó ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà. Îòìåòüòå, ÷òî
â òðåóãîëüíèêàõ ñ ðàâíûìè âûñîòàìè ïëîùàäè îòíîñÿòñÿ êàê
îñíîâàíèÿ. Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ìåíåëàÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ
ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ. Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

4.2. Òåîðåìà ×åâû

Òåîðåìà 4.2. Äàí òðåóãîëüíèê ABC (ñì. ÷åðò. 4.2). Íà ñòî-
ðîíå AB îòìå÷åíà òî÷êà C1, íà ñòîðîíå BC îòìå÷åíà òî÷êà
A1, à íà ñòîðîíå AC � òî÷êà B1. Åñëè îòðåçêè AA1, BB1,
CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:
AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1.

A

B

C

O

C1
A1

B1

M N

×åðòåæ 4.2. Ê òåîðåìå ×åâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç âåðøèíó B ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàë-
ëåëüíóþ ñòîðîíå AC. Ïðîäëèì îòðåçêè CC1 è AA1 äî ïåðåñå÷å-
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íèÿ ñ ïîñòðîåííîé ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé â òî÷êàõ M è N . Ðàñ-
ñìîòðèì ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè.3

4AC1C ∼ 4BC1M :

AC1

C1B
=

AC

BM
.

4AA1C ∼ 4NA1B:

BA1

A1C
=
BN

AC
.

4CB1O ∼ 4MBO:

B1C

OB1
=
BM

OB
.

4AB1O ∼ NBO:
OB1

AB1
=
OB

BN
.

Ïåðåìíîæàåì ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ:

AC1

C1B
· BA1

A1C
· B1C

OB1
· OB1

AB1
=

AC

BM
· BN
AC
· BM
OB

· OB
BN

.

Ñîêðàùàåì:
AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1.

Îáðàòíî. Åñëè â òðåóãîëüíèêå ABC ïîñòðîåíû îòðåçêè AA1,
BB1 è CC1, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó óãëà ñ ïðîòèâîïîëîæíîé

ñòîðîíîé òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
=

= 1, òî îòðåçêè ýòè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

3Ðàâíûå óãëû íàéäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Íàì èçâåñòíî, ÷òî:
1) ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è äåëÿòñÿ
â îòíîøåíèè 2 : 1 îò êàæäîé âåðøèíû;
2) ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû, âîññòàíîâëåííûå ê êàæäîé ñòî-
ðîíå òðåóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, è ýòà òî÷êà ÿâ-
ëÿåòñÿ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè;
3) áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, è ýòà
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè;
4) âûñîòû, îïóùåííûå èç êàæäîé âåðøèíû óãëà òðåóãîëüíèêà íà
ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó èëè åå ïðîäîëæåíèå, ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå, è ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà.

Âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ âîçìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
×åâû.

4.3. Òðèñåêöèÿ óãëà

Ìû çíàåì, ÷òî âñÿêèé óãîë ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ðàâíûõ
óãëà ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Ïðÿìîé óãîë ìîæíî ðàçäå-
ëèòü íà òðè ðàâíûå ÷àñòè ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Äå-
ëåíèå óãëà íà òðè ðàâíûå ÷àñòè íàçûâàåòñÿ òðèñåêöèåé óãëà.
Íå âñÿêèé óãîë âîçìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ÷àñòè ñ ïîìîùüþ
öèðêóëÿ è ëèíåéêè. ×òîáû ðàçáèòü âñÿêèé óãîë íà òðè ðàâíûå
÷àñòè ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðèáîðû. Ïðîñòåéøèé ïðèáîð
äëÿ òðèñåêöèè óãëà íàçûâàåòñÿ ¾âèëêîé¿ Ãåðìåñà.4 Îí èìååò
ñëåäóþùåå óñòðîéñòâî: âìåñòî êàðàíäàøà â öèðêóëü âñòàâëÿåò-
ñÿ âèëêà BEC, êîòîðàÿ ñâîáîäíî âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè E (ñì.
÷åðò. 4.3). ×òîáû ðàçäåëèòü äàííûé óãîë PBN íà òðè ðàâíûå
÷àñòè, ìû îòêëàäûâàåì íà ëó÷å BN îòðåçîê BC, êîòîðûé ðà-
âåí ðàññòîÿíèþ ìåæäó îñòðèÿìè âèëêè BC; ÷åðåç òî÷êó C ïðî-
âîäèì ïðÿìóþ CQ, ïàðàëëåëüíóþ BP ; òî÷êó C ïðèíèìàåì çà
öåíòð îêðóæíîñòè, à îòðåçîê BC çà åå ðàäèóñ è ýòèì ðàäèóñîì
îïèñûâàåì îêðóæíîñòü âíóòðè äàííîãî óãëà; íîæêó öèðêóëÿ áåç

4Òåêñò ïî êíèãå ¾Ãåîìåòðèÿ íà çàäà÷àõ¿, Ñ.È. Øîõîð-Òðîöêèé.
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âèëêè ñòàâèì íà òî÷êó B, îñòðèå âèëêè B ñòàâèì íà íåêóþ òî÷-
êó îêðóæíîñòè B′, à îñòðèå C íà íåêîòîðóþ òî÷êó C ′, ðàñïîëî-
æåííóþ íà ïðÿìîé CQ. Ëó÷ BB′ îòñåêàåò îò óãëà NBP òðåòüþ
÷àñòü è íàçûâàåòñÿ åãî òðèñåêòðèñîé. Äîêàæèòå, ÷òî ∠C ′BP =
= 1

3∠NCQ. Ïðåäñòàâëåííûì ïðèáîðîì ìîæíî äåëèòü óãëû, êî-
òîðûå ìåíüøå ÷åì 4

3d.

B
E

C

B

N

P

B′

C ′

C

Q

×åðòåæ 4.3. ¾Âèëêà¿ Ãåðìåñà.

4.4. Óãîëüíèê. Èçìåðåíèå îòðåçêîâ è óã-

ëîâ

Â òåõíè÷åñêîì ÷åð÷åíèè íåîáõîäèìî áûñòðî ñòðîèòü áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ïðÿìûõ óãëîâ è ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Äëÿ ýòèõ
öåëåé ïðèìåíÿåòñÿ òàêîé ïðèáîð êàê óãîëüíèê. Ýòîò ïðèáîð
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàìêó, äâà ðåáðà êîòîðîé îáðàçóþò ïðÿìîé
óãîë.
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Åñëè íóæíî âîññòàíîâèòü ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè D íà
ïðÿìîé AB, òî êëàäåì ëèíåéêó òàê, ÷òîáû åå êðàé ñëèâàëñÿ
ñ ïðÿìîé AB, çàòåì ïðèêëàäûâàåì óãîëüíèê òàê, ÷òîáû ðåáðî
ïðÿìîãî óãëà ïëîòíî ïðèìûêàëî ê ðåáðó ëèíåéêè. Äâèãàåì
óãîëüíèê âäîëü ëèíåéêè äî òåõ ïîð, ïîêà êðàé óãîëüíèêà íå
ñîâïàäåò ñ òî÷êîé D. Ïðîâîäèì êàðàíäàøîì ïåðïåíäèêóëÿð.
Òàêèì æå ñïîñîáîì îïóñêàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè C íà
ïðÿìóþ AB.

Ñ ïîìîùüþ óãîëüíèêà è ëèíåéêè òàêæå ìîæíî áûñòðî

D

C

×åðòåæ 4.4. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ñ ïîìîùüþ óãîëüíèêà
è ëèíåéêè.
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ïðîâîäèòü ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå äàííîé. Äëÿ ýòîãî êëàäóò
óãîëüíèê òàê, ÷òîáû åãî îäíî ðåáðî ïðèìûêàëî ê äàííîé ïðÿìîé.
Ê äðóãîìó ðåáðó ïðèñòàâëÿþò ëèíåéêó è ïëîòíî ïðèæèìàþò
åå ðóêîé ê ëèñòó áóìàãè. Âåäóò óãîëüíèê âäîëü ðåáðà ëèíåéêè
äî òåõ ïîð, ïîêà ðåáðî óãîëüíèêà íå ñîâïàäåò ñ òî÷êîé, ÷åðåç
êîòîðóþ íóæíî ïðîâåñòè ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìóþ. Ïðèæèìàþò
óãîëüíèê ê ëèñòó áóìàãè è ïðîâîäÿò êàðàíäàøîì ïàðàëëåëü-
íóþ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íå èìååò çíà÷åíèÿ, êàêîå ðåáðî ìû
ïðèìûêàåì ê ïðÿìîé: ïðè äâèæåíèè óãîëüíèêà ïî ëèíåéêå óãîë
ìåæäó ëèíåéêîé è óãîëüíèêîì îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, çíà÷èò,
óñëîâèå òåîðåìû 1.24 íà ñòð. 63 íå íàðóøàåòñÿ.

Êàê ìû ïîìíèì, ïðÿìîé óãîë ÿâëÿåòñÿ åäèíîé ìåðîé äëÿ
äðóãèõ óãëîâ. Íà ïðàêòèêå íåîáõîäèìî èçìåðÿòü óãëû, êîòîðûå
áîëüøå èëè ìåíüøå ïðÿìîãî óãëà, à äîëÿ ïðÿìîãî óãëà ÿâëÿåòñÿ
íå ñîâñåì óäîáíîé âåëè÷èíîé, c ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî âûðà-
æàòü çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìûõ óãëîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå çà åäèíèöó
ìåðû óãëîâ òàêæå ïðèíèìàþò óãîë, ñîñòàâëÿþùèé 1

90 ÷àñòü
ïðÿìîãî óãëà. Óãîë ýòîò íàçûâàåòñÿ óãëîâûì ãðàäóñîì.

Äëÿ èçìåðåíèÿ óãëîâ, ìåíüøèõ îäíîãî ãðàäóñà, ïðèìåíÿþò
ìåíüøèå åäèíèöû. Ãðàäóñ äåëÿò íà 60 ìèíóò, ìèíóòó íà 60
ñåêóíä. Ñëîâà ¾ãðàäóñ¿, ¾ìèíóòà¿, ¾ñåêóíäà¿ îáîçíà÷àþò çíà÷-
êàìè, ïðîñòàâëåííûìè ñïðàâà îò öèôðû. 55012′45′′ îáîçíà÷àåò
55 ãðàäóñîâ 12 ìèíóò 45 ñåêóíä. Óãîë âåëè÷èíîé 2d ðàâåí 1800,
ýòîò óãîë íàçûâàþò ðàçâåðíóòûì. Ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ
òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1800. Óãîë ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà
ðàâåí 600, à îñòðûé óãîë ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà � 450.

Èçìåðåíèå öåíòðàëüíûõ óãëîâ íà ïðàêòèêå ñâîäèòñÿ ê èç-
ìåðåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì äóã. Âñÿ îêðóæíîñòü ñîäåðæèò
÷åòûðå ïðÿìûõ óãëà èëè 360 ãðàäóñîâ. Èç òåîðåìû 2.12 íà ñòð.
99 ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî öåíòðàëüíûé óãîë ñîäåðæèò ñòîëüêî
óãëîâûõ åäèíèö, ñêîëüêî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó äóãà ñîäåðæèò
äóãîâûõ åäèíèö. Íàéäÿ ÷èñëî, èçìåðÿþùåå äóãó, ìû íàéäåì è
öåíòðàëüíûé óãîë. Äóãà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óãëîâîìó ãðàäóñó,



167

×åðòåæ 4.5. Ïðîâåäåíèå ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé.

ïðèíèìàåòñÿ çà åäèíèöó ìåðû äóã5 è íàçûâàåòñÿ äóãîâûì
ãðàäóñîì.

Íà ýòèõ ïîëîæåíèÿõ îñíîâûâàåòñÿ óñòðîéñòâî òðàíñïîðòèðà
� ïðèáîðà äëÿ èçìåðåíèÿ óãëîâ. Òðàíñïîðòèð ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîëóêðóã, íà êîòîðûé íàíåñåíà ãðàäóñíàÿ ñåòêà ñ øàãîì
â 10. ×òîáû èçìåðèòü óãîë α, ìû ïðèñòàâëÿåì òðàíñïîðòèð
òàê, ÷òîáû åãî öåíòð ñîâïàë ñ âåðøèíîé óãëà, à âíóòðåííèé
êðàé ëèíåéêè ñîâìåñòèëñÿ ñî ñòîðîíîé óãëà. Ñìîòðèì, â êàêîé

5Íàïîìíèì, ÷òî ýòó ìåðó ìû ìîæåì ïðèìåíÿòü òîëüêî äëÿ èçìåðåíèÿ
äóã îêðóæíîñòè îäíîãî ðàäèóñà.
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òî÷êå äðóãàÿ ñòîðîíà óãëà ïåðåñå÷åò äóãó òðàíñïîðòèðà. ×èñëî
ãðàäóñîâ, çàêëþ÷àþùååñÿ íà òðàíñïîðòèðå ìåæäó ñòîðîíàìè
óãëà, ïîêàæåò íàì åãî âåëè÷èíó (ñì. ÷åðò. 4.6(1)).

Äîêàæèòå, ÷òî óãîë, çàêëþ÷åííûé ìåæäó õîðäàìè, ïåðå-

0

90

180
α

0

180
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C

D

V

L

1) 2)

×åðòåæ 4.6. Èçìåðåíèå óãëîâ.

ñåêàþùèìèñÿ âíóòðè îêðóæíîñòè, èçìåðÿåòñÿ ïîëóñóììîé äóã,
çàêëþ÷åííûõ ìåæäó åãî ñòîðîíàìè è èõ ïðîäîëæåíèÿìè.6 Íà
ýòîì ñâîéñòâå õîðä îñíîâàíî óñòðîéñòâî óãëîìåðíûõ ïðèáîðîâ
(ñì. ÷åðò. 4.6(2)), ãäå óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè AB è CD
èçìåðÿåòñÿ ÷èñëîì ãðàäóñîâ (ìèíóò è ñåêóíä), ïðîéäåííûõ
àëèäàäîé7 èëè âèçèðíîé òðóáêîé V ïî ëèìáó L îò îäíîãî
íàïðàâëåíèÿ äî äðóãîãî. Íà ëèìá íàíåñåíà ãðàäóñíàÿ ñåòêà. Òàê
êàê âèçèðíóþ òðóáêó ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî óêðåïèòü òî÷íî
ïî öåíòðó ëèìáà, òî äóãà, ïðîéäåííàÿ îäíèì åå êîíöîì, íå äàåò

6Ñîåäèíèòå òàêèå êîíöû õîðä, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìûé óãîë ñòàë âíåø-
íèì ê ïîëó÷åííîìó òðåóãîëüíèêó.

7Àëèäàäà â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ëèíåéêó,
íà êîíöàõ êîòîðîé ïîä ïðÿìûì óãëîì çàêðåïëåíû äèîïòðû. Ýòî äâå ìåäíûå
ïëàíêè, â êàæäîé èç êîòîðûõ âíèçó è ââåðõó ñäåëàíû äâà ïðîðåçà: îäèí
óçêèé, à äðóãîé áîëåå øèðîêèé; â áîëåå øèðîêîì íàòÿíóò âîëîñ. Ïðè ýòîì
øèðîêèé ïðîðåç íà îäíîé ïëàíêå íàõîäèòñÿ âíèçó, à íà äðóãîé � ââåðõó.
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òî÷íîé ìåðû óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè. Òî÷íîé ìåðîé áóäåò
ïîëóñóììà äóã, ïðîéäåííûõ îáîèìè êîíöàìè.

Íà ñâîéñòâàõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ îñíîâàíî ÷åð÷åíèå

123456789
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×åðòåæ 4.7. Ìàñøòàá.

ìàñøòàáà. Îí ñëóæèò äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî íà÷åðòèòü
îòðåçîê â ìåíüøåì âèäå, èëè ïî äëèíå íà÷åð÷åííîãî îòðåçêà
ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü äëèíó òîãî îòðåçêà, êîòîðûé èçîáðà-
æàåò íà÷åð÷åííûé. Åäèíèöà äëèíû ìàñøòàáà óñòàíàâëèâàåòñÿ
â îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ñ èçîáðàæàåìîé åäèíèöåé äëèíû,
òàêîé êàê ìåòð, êèëîìåòð, ìèëÿ è òàê äàëåå. Ìàñøòàá ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé 11 ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé, ïðîâåäåííûõ íà ðàññòîÿíèè
1
10 åäèíèöû äëèíû ìàñøòàáà. Ïàðàëëåëüíûå ëèíèè ïåðåñå÷åíû
ïåðïåíäèêóëÿðàìè ÷åðåç êàæäóþ åäèíèöó ìàñøòàáà. Ïåðâûé
èç ïðîìåæóòêîâ ðàçäåëåí íà 10 ðàâíûõ ÷àñòåé êàê íà ïåðâîé,
òàê è íà ïîñëåäíåé èç 11 ïàðàëëåëüíûõ (ñì. ÷åðò. 4.7). Òî÷êè
äåëåíèÿ ñîåäèíåíû íàêëîííûìè îòðåçêàìè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü äëèíó íåêîòîðîãî íà÷åð÷åííîãî
îòðåçêà XY , òî öèðêóëåì ñïåðâà ¾ñíèìàþò¿ åãî âåëè÷èíó.
Çàòåì äâà îñòðèÿ öèðêóëÿ ïðèêëàäûâàþò ê ïðÿìîé AD íà
ìàñøòàáå òàê, ÷òîáû îäèí êîíåö ñîâïàë ñ îäíîé èç òî÷åê B, C
èëè D, à äðóãîé êîíåö îêàçàëñÿ ìåæäó òî÷êàìè A è B. Åñëè
îäíî îñòðèå öèðêóëÿ íàõîäèòñÿ â òî÷êå D, à âòîðîå îñòðèå � íà
îòðåçêå AB ìåæäó öèôðàìè 6 è 5, òî äëèíà îòðåçêà íàõîäèòñÿ
ìåæäó 2 5

10 è 2 6
10 åäèíèö äëèíû ìàñøòàáà. ×òîáû îïðåäåëèòü
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äëèíó èçìåðÿåìîãî îòðåçêà ñ òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ, òî íå ìåíÿÿ
ðàñòâîðà öèðêóëÿ, äâèãàåì åãî âíèç òàê, ÷òîáû ïðàâûé êîíåö
âñåãäà øåë ïî ïðÿìîé DO, à ëåâûé êîíåö îñòàâàëñÿ íà îäíîé
ïàðàëëåëè ñ ïðàâûì êîíöîì. Äâèæåíèå ïðåêðàùàåì òîãäà,
êîãäà ëåâûé êîíåö âñòðåòèòñÿ ñ îäíîé èç íàêëîííûõ ëèíèé
ìàñøòàáà. Êîãäà ýòî ïðîèçîéäåò, òîãäà ñìîòðèì íà òó öèôðó,
íà êîòîðóþ óêàçûâàåò ïàðàëëåëü, íà êîòîðîé îñòàíîâèëèñü äâà
îñòðèÿ öèðêóëÿ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî öèôðà 7. Çíà÷èò, äëèíà
èçìåðÿåìîãî îòðåçêà ðàâíà 2 57

100 åäèíèö äëèíû ìàñøòàáà.
Ïðèíöèï ðàáîòû ñëåäóþùèõ äâóõ ïðèáîðîâ òàêæå îñíîâàí

íà ñâîéñòâàõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Íà ÷åðòåæå 4.8(1) ñõå-

A

B

O

M

N

A

B

A1

B1

6

6

13

13

1)

2)

P

Q

×åðòåæ 4.8. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå äåëèòåëüíîãî (1) è ïðî-
ïîðöèîíàëüíîãî (2) öèðêóëåé.

ìàòè÷åñêè ïîêàçàíî óñòðîéñòâî äåëèòåëüíîãî öèðêóëÿ (compas
de reduction). Îí ñëóæèò äëÿ äåëåíèÿ èçâåñòíîãî îòðåçêà íà
2, 3, 4, ... 12 ðàâíûõ ÷àñòåé è ñîñòîèò èç äâóõ ðàâíûõ íîæåê
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QM è PN ñ çàîñòðåííûìè êîíöàìè. Âäîëü êàæäîé íîæêè
ñäåëàíû ïðîðåçû, è â ëþáîì ìåñòå ïðîðåçà íîæêè çàæèìàþòñÿ
íàêðåñò ïîñðåäñòâîì ïîäâèæíîãî âèíòà O. ×òîáû ñ ïîìîùüþ
äåëèòåëüíîãî öèðêóëÿ íàéòè ïÿòóþ ÷àñòü îòðåçêà AB, òî çà-
êðåïëÿþò âèíò O â òàêîì ìåñòå, ÷òîáû äëèíà OM áûëà â ïÿòü
ðàç áîëüøå äëèíû OQ. Çàòåì ñòàâÿò äâà êîíöà öèðêóëÿ M è N
íà êîíöû îòðåçêà AB, êîíöû öèðêóëÿ P è Q äàäóò íàì äëèíó
èñêîìîãî îòðåçêà, ðàâíóþ 1

5AB.
Ïðîïîðöèîíàëüíûé öèðêóëü (ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåí íà

÷åðòåæå 4.8(2)) ñëóæèò äëÿ ïîèñêà îòðåçêà, êîòîðûé ê äàííîìó
îòðåçêó íàõîäèëñÿ áû â çàäàííîì îòíîøåíèè. Ïðîïîðöèîíàëü-
íûé öèðêóëü (compas de proportio) ñîñòîèò èç äâóõ ðàâíûõ
ëèíååê, ñîåäèíåííûõ øàðíèðîì. Íà ëèíåéêàõ íàíåñåí ìàñøòàá.
Åñëè ìû æåëàåì íàéòè îòðåçîê AB, êîòîðûé îòíîñèëñÿ áû ê
îòðåçêó A1B1 êàê 6

13 , òî áåðåì ïðîïîðöèîíàëüíûì öèðêóëåì
îòðåçîê A1B1 òàê, ÷òîáû åãî êîíöû íàõîäèëèñü íà äåëåíèè 13,
òîãäà êîíöû èñêîìîãî îòðåçêà áóäóò íà äåëåíèè 6.

4.5. Ñúåìêà ïëàíà ìåñòíîñòè

Ñúåìêó ïëàíà ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïðèáîðà, íàçû-
âàåìîãî ìåíçóëîé. Ìåíçóëà ñîñòîèò èç äåðåâÿííîé êâàäðàòíîé

A B

×åðòåæ 4.9. Îïðåäåëåíèå íàïðàâëåíèÿ ê îáúåêòó B íà ìåñòíîñòè
ñ ïîìîùüþ àëèäàäû.

äîñêè, êîòîðàÿ çàêðåïëÿåòñÿ íà òðåíîæíèêå. Íà äîñêó íàêëåè-
âàåòñÿ ëèñò áóìàãè, íà êîòîðîì ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷åðòèòü ïëàí;
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äîñêà ïðèâîäèòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå ñ ïîìîùüþ óðîâ-
íÿ. ×òîáû íà÷åðòèòü íà ìåíçóëå ëèíèþ ïî íàïðàâëåíèþ êàêîãî-
íèáóäü ëó÷à AB, íàõîäÿùåãîñÿ íà çåìëå, ïðèìåíÿþò àëèäàäó.
Äëÿ ýòîãî ñòàâÿò ìåíçóëó â òî÷êå A, íà ìåíçóëó êëàäóò àëèäàäó
òàê, ÷òîáû îäèí åå êîíåö íàõîäèëñÿ ðîâíî íàä òî÷êîé A. Â ýòîò
êîíåö âòûêàþò èãîëêó è ïîâîðà÷èâàþò àëèäàäó òàê, ÷òîáû îíà
óêàçûâàëà â íàïðàâëåíèè ëó÷à AB, è ïî êðàþ åå ïðîâîäÿò ïðÿ-
ìóþ (ñì. ÷åðò. 4.9).

Åñëè íàäî ñíÿòü ïëàí ìåñòíîñòè ABCDE, òî íà ìåñòíîñòè

A

B

C

DE

e

a

b

c

d

O

×åðòåæ 4.10. Ñúåìêà ïëàíà ìåñòíîñòè ñ ïîìîùüþ ìåíçóëû.

âûáèðàþò òî÷êó O òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî èçìåðèòü ðàññòîÿíèå
îò íåå äî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà ABCDE (ñì. ÷åðò. 4.10). Íà
ìåñòíîñòè èçìåðÿþò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè O äî âåðøèí ìíîãî-
óãîëüíèêà ABCDE (â êà÷åñòâå âåðøèí âûáèðàþòñÿ óãëû çäà-
íèé, óãëû äîðîã è ïëîùàäîê, ñòîëáû, äåðåâüÿ, êîëîäöû è òîìó
ïîäîáíîå), ñòàâÿò ìåíçóëó â òî÷êå O, ñ ïîìîùüþ àëèäàäû ïðî-
âîäÿò ïðÿìûå ïî íàïðàâëåíèÿì ê âåðøèíàì ìíîãîóãîëüíèêà, è
îòêëàäûâàþò îòðåçêè Oa, Ob, Oc, Od, Oe, ñîãëàñíî âûáðàííîìó
ìàñøòàáó. Ïîñòðîåííûé ìíîãîóãîëüíèê abcde è áóäåò ïðåäñòàâ-
ëÿòü ïëàí ìåñòíîñòè.
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Ñóùåñòâóåò è âòîðîé ñïîñîá ñúåìêè ïëàíà ìåñòíîñòè. Äëÿ

A

B

C

M N

m n

×åðòåæ 4.11. Ñúåìêà ïëàíà ìåñòíîñòè ñ ïîìîùüþ ìåíçóëû è
áàçèñà.

ýòîãî íà ìåñòíîñòè âûáèðàåòñÿ îòðåçîê MN â êà÷åñòâå áàçèñà.
Â ñîîòâåòñòâóþùåì ìàñøòàáå ê îòðåçêóMN íà ìåíçóëå îòìå÷à-
åòñÿ îòðåçîê mn. Ìåíçóëà ðàçìåùàåòñÿ íà ìåñòíîñòè â òî÷êåM ;
â òî÷êó m ñòàâèòñÿ àëèäàäà, è èç ýòîé òî÷êè ïðîâîäÿòñÿ ïðÿ-
ìûå ïî íàïðàâëåíèþ ê òî÷êàì ìåñòíîñòè A, B è C (ñì. ÷åðò.
4.11). Äàëåå ìåíçóëà ïåðåñòàâëÿåòñÿ â òî÷êó N , è ïðÿìûå òîãäà
ïðîâîäÿòñÿ èç òî÷êè n ïî íàïðàâëåíèþ ê òî÷êàì A, B è C. Ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííûõ ïðÿìûõ äàäóò íàì òî÷êè ìåñòíîñòè íà
ïëàíå.

4.6. Íèâåëèðîâàíèå ìåñòíîñòè

Íèâåëèðîâàòü êàêóþ-íèáóäü ìåñòíîñòü � çíà÷èò îïðåäåëèòü
ðàññòîÿíèÿ åå íàèáîëåå çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê îò íåêîòîðîé îïðå-
äåëåííîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòèõ öåëåé ïðèìåíÿþò
íèâåëèð. Ýòîò ïðèáîð ñîñòîèò èç ìåäíîé òðóáêè, ê êîíöàì êî-
òîðîé ïîä ïðÿìûì óãëîì ïðèäåëàíû ñòåêëÿííûå òðóáêè. Â ýòè
òðóáêè íàëèâàåòñÿ âîäà, êîòîðàÿ çàíèìàåò â íèõ ïîëîæåíèå îä-
íîãî óðîâíÿ, òàê êàê îíè ñîîáùàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç ìåä-
íóþ òðóáêó.
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Åñëè íóæíî îïðåäåëèòü âûñîòó òî÷êè M íàä òî÷êîé N (ñì.
÷åðò. 4.12), òî îäèí íàáëþäàòåëü ñòàâèò íèâåëèð â ïðîìåæóòî÷-
íîé òî÷êå A, à äðóãîé âåðòèêàëüíî ñòàâèò â òî÷êå N ðåéêó ñî
øêàëîé. Ïî ðåéêå äâèæåòñÿ äîñêà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ áåëûõ è
äâóõ ÷åðíûõ êâàäðàòîâ, îáùàÿ âåðøèíà êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ öå-
ëüþ. Ïåðâûé íàáëþäàòåëü ñìîòðèò íà íèâåëèð, à âòîðîé äâèãàåò
öåëü íà øåñòå äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå îêàæåòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé
ñ óðîâíåì íèâåëèðà. Çàïèñûâàåòñÿ âûñîòà öåëè â òî÷êå N . Íè-
âåëèð íå òðîãàåòñÿ. Øåñò ïåðåíîñèòñÿ â òî÷êó M è ïîâòîðÿåòñÿ
òà æå îïåðàöèÿ, ÷òî è äëÿ òî÷êè N . Çàïèñûâàåòñÿ âûñîòà öåëè
â òî÷êå M . Ðàçíîñòü îáåèõ âûñîò è äàñò âûñîòó òî÷êè M íàä N .
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåìåùàÿ íèâåëèð èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ,
ìû ìîæåì âûïîëíèòü íèâåëèðîâàíèå òðåáóåìîé íàì ìåñòíîñòè
è ïîëó÷èòü åå ïðîôèëü ïî âûñîòå.8

A
N

M

×åðòåæ 4.12. Íèâåëèðîâàíèå.

8Ïðåäëàãàåìûé êóðñ íå ñâîáîäåí îò îøèáîê è íåäîñòàòêîâ. Ñîñòàâèòåëü c
áëàãîäàðíîñòüþ ïðèìåò äîáðîñîâåñòíóþ êðèòèêó íà ýëåêòðîííûé ïî÷òîâûé
ÿùèê planimetry @ stepanov · top.
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